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Résumé. On s’intéresse à un système d’EDP de type réaction-diffusion per-
mettant d’obtenir une riche variété de motifs (patterns) et phénomènes perti-
nents en physiologie : spirales, oscillations en mode mixte (mixed mode oscilla-
tions), propagation d’oscillations en salves. Ce système est basé sur un modèle
d’EDO classique de FitzHugh-Nagumo, qui présente une bifurcation de Hopf
lorsqu’on fait varier un paramètre. En ajoutant un terme diffusif on obtient
un sytème d’EDP de type réaction-diffusion pour laquelle la bifurcation de
Hopf semble persister. On présente ici la démonstration de l’existence de la
bifurcation de Hopf dans le cas où la dimension de l’espace est égale à un.

Mots-clés. Système de Réaction-Diffusion, EDO de FitzHugh-Nagumo, Bi-
furcation de Hopf.

1. Introduction

Le système d’équations aux dérivées partielles de type FitzHugh-Nagumo :
⇢

✏ut = f(u)� v + du�u
vt = u� c(x)� �v + dv�v

(1.1)

où f(u) = �u3 + 3u, ✏ > 0 petit, � > 0, c(x) fonction régulière, du > 0,
dv > 0, dudv 6= 0, et avec conditions au bord de Neuman sur un ouvert
borné régulier ⌦, permet d’obtenir une riche variété de motifs (patterns) et
phénomènes pertinents en physiologie : spirales, oscillations en mode mixte
(mixed mode oscillations), propagation d’oscillations en salves. On s’intéresse
ici plus particulièrement au cas où � = dv = 0 et dans le cas où la dimension
d’espace est égale à 1, c’est-à-dire qu’on considère le système :

⇢

✏ut = f(u)� v + duuxx

vt = u� c(x)
(1.2)

sur un intervalle ⌦ =]a, b[ et avec conditions aux bords de Neumann. Pour
comprendre le comportement qualitatif de l’EDP, il est nécessaire de connaître
le comportement de l’EDO sous-jacente :

⇢

✏ut = f(u)� v
vt = u� c

(1.3)
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La dynamique du système selon la valeur de c est la suivante : si |c| > 1 l’unique
point stationnaire est attractif tandis que si |c| < 1 le point stationnaire est
répulsif et il existe un cycle limite attirant toutes les trajectoires, voir figure 1.

Fig. 1.1. Solutions du système d’EDO.

2. Analyse mathématique
Dans cette partie, on suppose a < 0 < b = �a et que c(x) est une fonction
régulière dépendant d’un paramètre positif p, vérifiant :
– c 6 0 sur [a, b],
– c(0) = 0,
– c0 > 0 sur ]a, 0[, c0 6 0 sur ]0, b[,
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– c0(a) = c0(b) = 0,
– pour tout x 2 [a, b], x 6= 0, limp!+1 c(x) = �1,
– pour tout x 2 [a, b], limp!0 c(x) = 0.
De manière analogue,à la dimension finie, on peut effectuer une analyse locale
autour des points stationnaires et procéder à l’ étude des bifurcations dans le
cas des EDP de réaction-diffusion. Pour une présentation générale, on peut
par exemple consulter [1], [2], [3]. L’analyse de stabilité et de bifurcation de
systèmes de FitzHugh-Nagumo ou à non linéarité cubique n’est pas nouvelle,
voir [4],[7], [6], [5]. Cependant, l’approche considérée ici avec un paramètre de
bifurcation portant sur la non homogéité spaciale inspirée du système de Van
Der Pol et permettant une analogie avec les sytèmes biologiques excitables
(voir [8] semble nouvelle. On présente ici la démonstration de l’existence de la
bifurcation de Hopf pour le système (1.2). Pour une étude plus détaillée de la
variété centrale et la direction de la bifurcation on pourra consulter [9]. Les
solutions stationnaires du système (1.2) sont :

⇢

v̄ = f(ū) + duūxx

ū = c(x)
(2.1)

Pour étudier la stabilité de la solution stationnaire, on va considérer le système
linéarisé autour de (ū, v̄) :

⇢

✏ut = f 0(ū)u� v + duxx

vt = u
(2.2)

On procède donc à l’analyse spectrale de l’opérateur F de domaine D(F){u, v 2
C2([a, b]);u0(a) = u0(b) = 0}, défini par :

F(u, v) =

( 1
✏

�

f 0(ū)u� v + duxx

�

u

Ce qui conduit à chercher les fontions propres u, v et les valeurs propres �
vérifiant :

( 1
✏

�

f 0(ū)u� v + duxx

�

= �u

u = �v

c’est-à-dire :
8

<

:

f 0(ū)u� u
�
+ duxx = �✏u

v =
u
�

ou encore :
8

<

:

�duxx � f 0(ū)u = �
⇣ 1
�
+ �✏

⌘

u

v =
u
�

En posant :

⌫ = �
⇣ 1
�
+ �✏

⌘

,
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la première équation se réécrit :

�duxx � f 0(ū)u = ⌫u. (2.3)

et on a :

�+
� =

�⌫+
�
p
⌫2 � 4✏

2✏
.

On a alors le théorème suivant (voir par exemple [10], [11]) :

Théorème 2.1.
Il existe une suite croissante de réels ⌫n et une base hilbertienne (un)n2N de
L2(⌦) telle que :

�dunxx � f 0(ū)un = ⌫nun

u0(a) = u0(b) = 0.
(2.4)

Par ailleurs,
lim

n!+1
⌫n = +1.

Enfin :

⌫0 = inf
u;||u||

L

2

=1
d

Z

⌦

|ru|2dx�
Z

⌦

f 0(ū)u2dx. (2.5)

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.2.
On suppose que :

Z

⌦

f 0(ū)dx > 0 (2.6)

alors la solution stationnaire est instable.

Preuve. Il suffit de choisir u = 1p
|⌦|

. On a alors

⌫0 6 �
Z

⌦

f 0(ū)u2dx < 0 et �0
+
� =

�⌫0
+
�
p

⌫2
0 � 4✏

2✏

est de partie réelle strictement positive.

Dans l’équation (2.3) :

�duxx � (⌫ + f 0(ū))u = 0,

on effectue le changement de variable :

u = r sin ✓, ux = r cos ✓. (2.7)

On obtient :

✓x = g(✓) = cos2 ✓ +
f 0(ū) + ⌫

d
sin2 ✓ (2.8)

rx =
sin 2✓
2

⇣

1 +
⌫ + f 0(ū)

d

⌘

r (2.9)
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L’équation (2.8) ne dépend que de ✓. Connaissant ✓ l’équation (2.9) donne :

r(x) = r(a) exp

Z x

a

sin(2y)
2

⇣

1 +
⌫ + f 0(ū(y))

d

⌘

dy.

On s’intéresse maintenant aux solutions de l’équation (2.8). Puisque u véri-
fie les conditions aux bords de Neumann on s’intéresse aux solutions vérifiant
✓(a) = ⇡

2
et ✓(b) = ⇡

2
mod ⇡. Dans un premier temps, on s’intéresse aux solu-

tions de (2.8) vérifiant ✓(a) = ⇡
2
. C’est alors un problème de Cauchy bien posé.

On peut démontrer la proposition suivante (voir [11]) :

Proposition 2.3.
La fonction ✓ est strictement positive sur ]a, b[. Pour tout x 2]a, b], la fonction
✓(x) est croissante par rapport à ⌫ et on a :

lim
⌫!�1

✓(x) = 0, lim
⌫!+1

✓(x) = +1.

Théorème 2.4.
Pour p assez petit, la solution stationnaire est instable. Pour p assez grand
elle est asymptotiquement stable. Il existe une valeur de p0 pour laquelle on a
une bifurcation de Hopf : lorsque p traverse la valeur p0 de droite à gauche la
partie réelle d’un couple de valeurs propres complexes conjuguées passe d’une
valeur strictement négative à strictement positive. Les autres valeurs propres
restant toutes de parties réelles négatives dans un voisinage de 0.

Preuve. On va montrer en deux étapes que la plus petite valeur propre ⌫0
est strictement croisssante par rapport à p et qu’elle traverse la valeur 0. On
montre que :
1. pour p assez grand ⌫0 > 0, pour p assez petit ⌫0 < 0.
2. ⌫0 est une fonction strictement croissante de p.

On commence par le premier point.

Pour p assez petit, f 0(ū(x)) > 0 sur [a, b] et la proposition 2.2 permet de
conclure que dans ce cas ⌫0 < 0. On s’intéresse maintenant à l’équation (2.8),
avec :

✓(a) =
⇡
2
, ⌫ = 0.

On montre alors que pour p assez petit : ✓(b) < ⇡
2
. Du fait de la croissance

de ✓ par rapport à ⌫ cela montre que ⌫0 > 0. Pour montrer cela, on construit
une sursolution de l’équation (2.8) vérifiant : ✓(b) < ⇡

2
. On pose :

w(x) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

⇡
2
� ↵(x� a) si x 2]a,�✏1[

⇡
2
� ↵(�✏1 � a) +

⇣

1 +
3
d

⌘

(x+ ✏1) si x 2]� ✏1, ✏1[

⇡
2
� ↵(�✏1 � a) +

⇣

1 +
3
d

⌘

2✏1 � ↵(x� ✏1) si x 2]✏1, b[

C’est-à-dire que w est une fonction continue affine par morceaux.



176 Benjamin Ambrosio

On choisit, par ailleurs ↵ et ✏1 vérifiant :
⇡
2
� ↵(b� a) > 0, c’est-à-dire : ↵ <

⇡
2(b� a)

.

Ceci assure que w reste strictement positive sur [a, b]. Et :

�↵(�✏1 � a) + (1 +
3
d
)(2✏1) < 0, c’est-à-dire : ↵ > (1 +

3
d
)

2✏1
�✏1 � a

.

Ceci est toujours possible dès que ✏1 est assez petit et assure que w(x) < ⇡
2

sur ]a, b].

Ensuite, on change un peu la fonction w de manière à la rendre C1, on pose :

w̃(a) = w(a)

w̃0(x) = w(x) sur [a,�✏1[ [ [�✏2, ✏2] [ [✏1, b], ✏2 < ✏1

w̃0(x) = �↵+
1 + 3

d
+ ↵

�✏2 + ✏1
(x+ ✏1) sur [�✏1,�✏2]

w̃0(x) = �↵+
1 + 3

d
+ ↵

✏2 � ✏1
(x� ✏1) sur [✏2, ✏1]

(2.10)

Afin d’alléger les notations, on renomme la fonction w̃, w. Alors pour p assez
petit, on a : w0 > g(w).

En effet, pour p assez petit, f 0(ū(x)) < 0 sur [a,�✏2] [ [✏2, b]. On a alors pour
tout x 2 [a,�✏2[ [ [✏2, b] :

g(w) < cos2(w0) +
f 0(ū(x))

d
sin2(w0).

On peut alors assurer pour p assez petit que :

g(w) < �↵ 6 w0 sur [a,�✏2[ [ [✏2, b],

g(w) 6 1 +
3
d
= w0 sur [�✏2, ✏2]

(2.11)

Alors w est une sur-solution de (2.8) et donc ✓ < w. En particulier, ✓(b) <
w(b) < ⇡

2
. Ce qui montre que ⌫0 > 0 et donc la plus petite partie réelle est

strictement négative.

On montre maintenant que ⌫0 est une fonction strictement croissante par rap-
port p. Pour cela, puisque ✓(b) est strictement croissante par rapport à ⌫, il
suffit de montrer que ✓(b) est une fonction strictement décroissante de p.

On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 2.5.
Soit f une fonction de R dans R localement lipchitzienne. Soit x(t) et y(t)
deux fonctions dérivables telles que :

x(0) 6 y(0), ẋ� f(x) 6 ẏ � f(y), t 2 [0, T ].

Alors x(t) 6 y(t) pour tout t 2 [0, T ]. Si de plus, x(t) < y(t) pour un certain
t cela reste vrai pour les temps ultérieurs.
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Soit p1 > p2. Soit ✓1 la solution associée à p1 et ✓2 la solution associée à p2,
on a :

✓̇1 � g1(✓1) = 0

et

✓̇2 � g1(✓2) =✓̇2 �
⇣

cos2(✓2) +
f 0(ū1) + ⌫

d
sin2(✓2)

⌘

= ✓̇2 �
⇣

cos2(✓2) +
f 0(ū1)� f 0(ū2) + f 0(ū2) + ⌫

d
sin2(✓2)

⌘

= �
⇣f 0(ū1)� f 0(ū2) + ⌫

d
sin2(✓2)

⌘

> 0.

Donc,
✓̇1 � g1(✓1) 6 ✓̇2 � g2(✓1).

Par ailleurs,
✓̇1(a) < ✓̇2(a)

donc,
✓2(x) > ✓1(x) sur ]a, b].

On en déduit le résultat.

3. Bifurcation : simulations numériques
Pour les simulations numériques, on définit une fonction c(x) telle que :

c(x) =

⇢

0 si |x| 6 0.2
c0 < �1 sinon

On simule alors l’équation (1.2) sur l’intervalle ] � 10, 10[ avec un schéma
explicite de type Runge-Kutta 4, avec un pas de temps de 10�5 et un pas
d’espace égal 0.2. La valeur de ✏ est fixée à 0.1. On obtient le comportement
suivant :
– si c0 < �1 assez petit, la solution de (1.2) converge vers une solution station-

naire. La figure 3.1a) représente la solution u(x, t) pour t fixé assez grand
lorsque c0 = �1.2. Dynamiquement cette solution n’évolue plus en temps
et a atteint sa position stationnaire. La figure 3.2a) représente la solution
u(0, t) pour t 2 [500, 600].

– si c0 < �1 assez proche de �1 on observe des propagations d’ondes qui
naissent au centre du domaine et se propagent vers le bord . La figure 3.1c)
représente la solution u(x, t) pour t fixé assez grand lorsque c0 = �1.01. La
figure 3.2c) représente la solution u(0, t) pour t 2 [500, 600].

– entre ces deux valeurs de c0, il existe une plage de paramètres pour lesquels
le comportement est intermédiaire : au centre du domaine on observe des
oscillations en mode mixtes, c’est-à-dire une alternance de petites oscilla-
tions et de grandes oscillations. Seules les grandes oscillations centrales vont
donner naissance à des ondes qui se propagent vers le bord . La figure 3.1b)
représente la solution u(x, t) pour t fixé assez grand lorsque c0 = �1.12. La
figure 3.2b) représente la solution u(0, t) pour t 2 [500, 600].
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(a) Solution stationnaire : u(x,599) pour
c0 = �1.2.

(b) Bifurcation entre solution stationnaire
et propagation d’ondes : u(x,589.7) pour
c0 = �1.12.

(c) Propagation d’ondes : u(x,599) pour
c0 = �1.01.

Fig. 3.1.
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(a) Solution stationnaire : u(0,t) pour
c0 = �1.2.

(b) Bifurcation : u(0,t) pour c0 = �1.12.

(c) Propagation d’ondes : u(0,t) pour c0 =
�1.01.

Fig. 3.2. Bifurcation entre solution stationnaire et propagation d’ondes.
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