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Résumé. Dans cet article, on s’intéresse à la caractérisation des bassins d’at-
traction de solutions présentant des motifs (patterns) pour des systèmes de
réaction-diffusion symétriques et dont la partie réactive est oscillante. On met
en évidence un sous-ensemble de conditions initiales qui ne peuvent pas évoluer
asymptotiquement vers des solutions homogènes en espace. On étend ensuite
ces résultats à des solutions dont les conditions initiales sont choisies de ma-
nière stochastique. c�EDP-Normandie. Tous droits réservés.

Mots-clés. Réaction-diffusion ; FitzHugh-Nagumo ; Cycles-limites ; Formation
de patterns.

Abstract. We focus on the characterization of pattern solutions of Reaction
Diffusion systems with symmetry and oscillatory reaction part. We characte-
rize some subset of initial conditions that cannot evolve asymptotically toward
space homogeneous solutions. Then we perform some numerical simulations
and exhibit some specific patterns resulting from stochastic initial conditions.
c�EDP-Normandie. All rights reserved.

Keywords. Patterns ; Reaction Diffusion ; Symmetry ; FitzHugh-Nagumo ;
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1. Introduction
La formation de motifs particuliers apparaît dans de nombreuses applications
telles que la chimie, la mécanique des fluides, la morphogénèse, les halluci-
nations visuelles. L’ouvrage [5] fournit par exemple un large éventail d’ap-
plications où l’on peut observer de tels motifs. Parmi les modèles mathéma-
tiques susceptibles de reproduire ces motifs, les systèmes de réaction-diffusion
tiennent une place de choix. Rappelons que les systèmes de réaction-diffusion
sont des systèmes d’équations aux dérivées partielles de la forme :

Ut = F (U) +K�U,

où U(x, t) est une application de Rn⇥R, F une application non linéaire de Rn

dans Rn, � =

Xn

i=1

@2

@x2

i

, K est une matrice diagonale à coefficients positifs,
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et Ut =

@U
@t

. Parmi les travaux fondateurs de l’analyse des pattens dans les
systèmes de réaction-diffusion, le plus célèbre aujourd’hui est sans doute l’ar-
ticle de A.Turing [9]. Dans ce travail un système de reaction-diffusion à deux
équations est proposé pour expliquer la morphogénèse. Mathématiquement, le
phénomène connu aujourd’hui sous le nom de mécanisme de Turing se produit
lorsque le système sans diffusion possède une solution stationnaire stable et
que la diffusion la rend instable, permettant l’apparition de motifs spatiaux
stables. La technique mathématique largement utilisée, consiste à écrire des
conditions suffisantes pour que l’opérateur linéarisé ait des valeurs propres
positives, voir par exemple [5]. Un autre cas où l’émergence de motifs est pos-
sible, est le cas où la partie réactive est excitable ou oscillante. Des ondes
peuvent alors se propager et former des motifs intéressants. Dans le contexte
des systèmes excitables, la propagation d’ondes résulte de la propagation de
l’excitation aux plus proches voisins via le terme de diffusion. Dans le cas d’un
milieu oscillant, la propagation d’ondes résulte d’un décalage de phase des os-
cillations selon la position spatiale. La symétrie joue un rôle important dans
la formation de motifs. On trouve cette idée déjà présente dans [9]. Depuis ce
travail, une théorie conséquente a été développée pour permettre d’étudier le
rôle de la symétrie dans la formation de patterns, voir [4]. Dans notre travail,
on considère des systèmes de réaction-diffusion à deux équations et présentant
une partie symétrique et oscillante. Plus précisément, on s’intéresse à la ca-
ractérisation de motifs pour des systèmes de réaction-diffusion dont la partie
réactive a la propriété suivante : le seul point fixe est l’origine et toutes les
solutions partant d’un point distinct de l’origine évoluent asymptotiquement
autour d’un unique cycle-limite. On supposera également que la partie réactive
possède une symétrie qui sera explicitée plus en avant. Un exemple typique de
tels systèmes est fourni par le système de FitzHugh-Nagumo (FHN) suivant :

⇢

✏ut = f(u)� v
vt = u� �v

(1.1)

où f(u) = �u3

+3u, �, ✏ petits. Rappelons que le système (FHN), (voir [7, 8]),
résulte d’une simplification du système de Hodgkin-Huxley et qu’il permet de
modéliser des phénomènes oscillatoires ou excitables. Dans le système (1.1), la
variable u représente la différence de potentiel cellulaire tandis que la variable v
est une variable de rappel (recovery variable). Dans la version (1.1) étudiée ici,
le système est oscillant. La figure 1.1 illustre le comportement asymptotique
du système (1.1).

Nous traiterons exclusivement dans cet article, le système de reaction-diffusion
suivant :

⇢

✏ut = f(u)� v + du�u
vt = u� �v + dv�v

(1.2)

sur un domaine borné ⌦ avec des conditions aux bords de Neumann (NBC),
du > 0, dv > 0 mais certains résultats demeurent valables pour des systèmes
plus généraux. On s’intéresse aux bassins d’attraction de solutions particulières
de (1.2). On peut exprimer notre analyse dans différents cadres. On sait que
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Fig. 1.1. Une solution du système
(1.1). Toutes les trajectoires non
égales à (0, 0) évoluent asymptoti-
quement autour d’un unique cycle
limite.

le système (1.2) génère un semi-groupe, défini pour tout temps positif, dans
H = L2

(⌦)⇥L2

(⌦) et possède un attracteur global dans H, ainsi qu’une borne
dans L1

(⌦) ⇥ L1
(⌦), voir [1]. D’autres cadres sont possibles, ainsi on peut

se placer dans les espaces de fonctions continues ou Höldériens. Dans le cas où
dv > 0, on a d’ailleurs un effet régularisant : même si on choisit des conditions
initiales dans L2, on aura des solutions classiques (höldériennes) pour t > 0,
voir [6]. On s’intéresse aux éléments de l’attracteur. Parmi eux, figurent les
solutions constantes en espace, solutions du système sans diffusion (1.1). En
d’autres termes, si on choisit les conditions initiales de (1.2), (u

0

(x), v
0

(x)),
constantes en espace non nulles, et si (u, v) est une solution de (1.2) partant
de ces conditions initiales, alors pour tout x 2 ⌦, (u(x, t), v(x, t)) est une
solution de (1.1) qui évolue asymptotiquement autour du cycle-limite. Cette
solution est stable, et les simulations numériques montrent que la plupart des
conditions initiales vont évoluer asymptotiquement vers cette solution. Dans
le cas où,

�du > 3, (1.3)

où � est la plus petite valeur propre de l’opérateur �� avec NBC, toutes les
solutions évoluent asymptotiquement vers des solutions homogènes en espace,
c’est à dire vers le cycle-limite de (1.1) ou vers (0, 0), voir [2, 10]. Mainte-
nant, que se passe-t-il quand la condition (1.3) n’est pas vérifiée ? Peut-on
caractériser des conditions initiales qui ne vont pas évoluer asymptotiquement
vers des solutions homogènes en espace ? Le but de cet article est de discuter
cette question et fournir quelques éléments de réponses à la fois théoriques et
numériques. L’article est divisé en cinq parties. Après cette introduction, on
présente, dans la seconde partie, quelques résultats nouveaux concernant la
stabilité de la solution périodique homogène en espace de (1.2) qui utilisent
des techniques d’analyse lente-rapide. Dans la troisième partie, on donne des
conditions suffisantes assurant un comportement asymptotique non homogène
en espace. Pour cela on montrera comment choisir des conditions initiales per-

mettant de conserver les intégrales
Z

⌦

udx et
Z

⌦

vdx nulles. Cela suffit pour

montrer que les solutions ne peuvent pas évoluer asymptotiquement vers le
cycle-limite de (1.1). Notons que malgré les travaux importants sur les sys-
tèmes symétriques, voir [4], à notre connaissance les résultats présentés dans
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cette partie et la suivante demeurent inconnus. Dans la quatrième partie, on
présente des simulations numériques. Les premières simulations illustrent les
résultats théoriques de la troisième partie. On illustre également numérique-
ment d’autres conditions initiales qui évoluent asymptotiquement vers des so-
lutions non-homogènes en espace. Ces conditions initiales, distribuées selon des
lois stochastiques d’espérance nulle permettent d’obtenir des patterns moins
symétriques. La conclusion figure en dernière partie.

2. Sur la stabilité de la solution périodique en temps et
homogène en espace pour le système (1.2)

On énonce dans cette partie, deux propositions qui correspondent aux élé-
ments clés de l’analyse lente-rapide de l’évolution du système (1.2) autour de
la solution périodique homogène en espace. La démonstration détaillée de ces
résultats se trouve dans [3] qui contient l’analyse complète de la stabilité de
la solution périodique de (1.1) via les techniques lente-rapides. On note (ū, v̄)
la solution périodique du système (1.1). On réécrit le système (1.2) autour de
(ū, v̄), cela donne :

8

<

:

✏ut = f 0
(ū)u+

f 00
(ū)
2

u2 � u3 � v + du�u

vt = u� �v + dv�v.
(2.1)

Selon l’analyse lente-rapide classique, le système couche-limite (layer system)
s’écrit :

8

<

:

u⌧ = f 0
(ū(0))u+

f 00
(ū(0))
2

u2 � u3 � v + du�u

v⌧ = 0

(2.2)

tandis que le système réduit s’écrit :
8

<

:

0 = f 0
(ū(t))u+

f 00
(ū(t))
2

u2 � u3 � v + du�u

vt = u� �v + dv�v.
(2.3)

La première proposition établit l’existence, l’unicité locale et la stabilité de la
solution stationnaire de la première équation de (2.2). On réécrit cette dernière
sous la forme plus générale :

ut = g(u)� v + du�u. (2.4)

Proposition 2.1.
Soit X = C0

(

¯

⌦) muni de la norme ||f || = sup

x2¯

⌦

|f(x)|. On suppose que g 2

C1

(R) vérifie g(0) = 0 et g0(0) < 0, alors pour v 2 X et pour toute condition
initiale u

0

2 X \ C2

(⌦) avec ||v|| et ||u|| assez petits, la solution u de (2.4)
évolue asymptotiquement vers l’unique solution stationnaire (localement) de
(2.4) dans X.

La seconde proposition montre la décroissance exponentielle de v vers 0 sous la
condition que f 0

(ū) < 0. Rappelons que f(u) = �u3

+3u et f 0
(u) = 3(1�u2

),
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donc f 0
(ū) < 0 , |u| > 1. On sait de plus que le temps pendant lequel

�1 < ū < 1 est en O(✏). Donc (ū, v̄) passe le plus de temps collée aux parties
attractives de la cubique (voir figure 1). On précise maintenant la seconde
proposition. On considère le système (2.3).

Proposition 2.2.
On suppose que, pour tout t 2 I = [t

0

, t
1

], la fonction v(x, t) reste dans la
partie attractive de la cubique, alors pour tout t 2 I :

Z

⌦

v2(x, t)dx 6 e�2�(t�t
0

)

Z

⌦

v2(x, t
0

)dx.

3. Une condition suffisante d’évolution vers des solutions à
patterns

On énonce maintenant un théorème qui spécifie des conditions initiales pour
lesquelles les solutions du système (1.2) ne pourront pas évoluer asymptoti-
quement vers (ū, v̄).

Théorème 3.1.
On suppose qu’il existe une partition (

[

i2{1,...,l}
Ui) [ (

[

i2{1,...,l}
Vi) de ⌦ telle

que pour tout i 2 {1, ..., l} il existe un difféomorphisme �i de Ui dans Vi

avec | det J�
i

| = 1, où J�
i

représente la matrice jacobienne de �i et des
conditions initiales telles que pour tout x 2

[

i2{1,...,l}
Ui et pour tout t 2 R+,

(ui(�i(x), t), vi(�i(x), t)) = �(ui(x, t), vi(x, t)) alors la solution de (1.2) ne
peut pas évoluer asymptotiquement vers (ū, v̄).

Preuve. Sous les hypothèses du théorème, on a pour tout t > 0 :
Z

⌦

u(x, t)dx =

l
X

i=1

Z

U
i

u(x, t)dx+

l
X

i=1

Z

V
i

u(x, t)dx

=

l
X

i=1

Z

U
i

u(x, t)dx+

l
X

i=1

Z

U
i

u(�i(x), t)| det J�
i

|dx

=

l
X

i=1

Z

U
i

u(x, t)dx�
l

X

i=1

Z

U
i

u(x, t)dx

=0.

Le même résultat est valide pour
R

⌦

v(x, t)dx. Or pour tout t > 0 :
Z

⌦

(ū(t), v̄(t)) 6= (0, 0).

Les deux corollaires ci-dessous fournissent des exemples d’application du théo-
rème 3.1.
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Corollaire 3.2.
On suppose que le domaine ⌦ possède 0 comme centre de symétrie et que
pour tout x 2 ⌦, (u

0

, v
0

)(x) = �(u
0

, v
0

)(�x), alors pour tout t > 0 et pour
tout x 2 ⌦, (u, v)(x, t) = �(u, v)(�x, t). Il s’ensuit que la solution de (1.2)
ne peut pas évoluer asymptotiquement vers (ū, v̄).

Proof 3.3 (Preuve) C’est une conséquence de la symétrie et du fait que
(f(�u) + v,�u+ �v) = �(f(u)� v, u� �v).

On note x0
= (x

2

, ..., xn).

Corollaire 3.4.
On suppose que (x

1

, 0) est un axe de symétrie pour le domaine ⌦ et que
pour tout x 2 ⌦ (u

0

, v
0

)(x
1

, x0
) = �(u

0

, v
0

)(x
1

,�x0
) alors pour tout t 2 R+

et pour tout x 2 ⌦, (u, v)(x
1

, x0, t) = �(u, v)(x
1

,�x0, t)). Il s’ensuit que la
solution de (1.2) ne peut pas évoluer asymptotiquement vers (ū, v̄).

4. Simulations numériques

On présente ici quelques simulations numériques du système (1.2). On utilise
un programme en C++ avec un schéma aux différences finies en espace et RK4
en temps. On choisit comme pas de temps dt = 0.01 sur l’intervalle [0, 200] et
comme pas d’espace h = 1 sur le domaine carré [0, 100]⇥ [0, 100]. Par ailleurs
on a pris comme valeurs de paramètres : du = 1, dv = 1, ✏ = 0.1, � = 0.2. Les
résultats des simulations sont représentés dans les figures 4.1 à 4.5.
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(b)Fig. 4.1.

Fig. 4.1(a). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2). On représente u(x

1

, x
2

, t) pour t = 190. Elle est obtenue en choisis-
sant les conditions initiales de la manière suivante. Le carré ⌦ est divisé en
quatre parties d’aire égales. On prend ensuite (u

0

(x), v
0

(x)) = (1, 0) sur le
quart de carré en haut et à gauche, (u

0

(x), v
0

(x)) = (0, 1) en haut à droite,
(u

0

(x), v
0

(x)) = (0,�1) en bas à gauche et (u
0

(x), v
0

(x) = (�1, 0)) en bas
à droite. Cela conduit à un comportement asymptotique de type spirale, et
constitue une application du corollaire 3.2. On peut remarquer que le centre
du carré est en effet un point de symétrie de la spirale.
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Fig. 4.1(b). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2) en quelques points de l’espace. La courbe verte représente u(x

1

, x
2

, t) pour
(x

1

, x
2

) = (50, 100, t) et t 2 [180, 200]. La courbe rouge représente u(x
1

, x
2

, t)
pour (x

1

, x
2

) = (50, 50, t), et t 2 [180, 200]. Enfin, la courbe bleue représente

I :=

Z

⌦

u(x, t)dx, pour t 2 [180, 200]. Elle est obtenue avec les mêmes condi-

tions qu’ à la figure 4.1(a). Pour x 2 ⌦, les simulations numériques tendent
à montrer que les trajectoires évoluent asymptotiquement autour de cycles-
limites de même période, les motifs observés résultent d’un décalage de phases
autour des cycles-limites. On remarque que la quantité I est nulle comme cela
est démontré dans le théorème 3.1.
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Fig. 4.2(a). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2). Elle représente u(x

1

, x
2

, t) pour t = 190. Elle est obtenue en reprodui-
sant les conditions initiales de la figure 2 par symétrie axiale. Plus précisément,
nous reproduisons les conditions initiales de la figure 4.1(a) sur le quart su-
périeur gauche de ⌦. Ensuite, on effectue une symétrie axiale de l’axe (x

1

, 0)
pour obtenir les conditions initiales sur la partie inférieure gauche du carré, et
une symétrie axiale de l’axe (0, x

2

) pour obtenir les conditions initiales sur la
partie supérieure droite du carré. Enfin, on choisit les conditions initiales sur
la partie inférieure droite par symétrie centrale de la partie supérieure gauche.
On obtient ainsi asymptotiquement quatre spirales. On peut montrer par sy-
métrie que le choix de ces conditions initiales, implique que la solution sur
le quart supérieur gauche vérifie l’équation (1.2) avec conditions de Neumann
(avec comme domaine le quart supérieur gauche). On retrouve alors la spirale
sur le coin supérieur gauche et par symétrie sur les autres sous-domaines éga-
lement. On peut répéter cette procédure autant de fois que nécessaire (il y a
tout de même une différence entre ces spirales à différentes échelles car la taille
des sous-domaines diminue). Ainsi la figure 4.3(a) montre 16 spirales.
Fig. 4.2(b). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2) en certains points de l’espace. La courbe verte représente u(x

1

, x
2

, t) pour
(x

1

, x
2

) = (50, 50), et t 2 [180, 200]. La courbe rouge représente u(x
1

, x
2

, t)
pour (x

1

, x
2

) = (50, 100) et t 2 [180, 200]. Enfin, la courbe bleue représente

I :=

Z

⌦

u(x, t)dx, pour t 2 [180, 200]. Elle est obtenue en choisissant les mêmes

conditions initiales qu’à la figure 4.2(a). Elle illustre un comportement asymp-
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totique non homogène en espace. Pour tout x 2 ⌦ la trajectoire évolue asymp-
totiquement autour de cycles limites de même période, les motifs observés
résultant d’un décalage de phase. On peut remarquer que la quantité I est
nulle. En effet, conformément au corollaire 3.2, sur chacun des quatre sous-
quart domaines du carré l’intégrale est nulle.
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Fig. 4.3(a). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2). Plus précisément, elle représente u(x

1

, x
2

, t) pour t = 190. Elle est ob-
tenue en itérant deux fois la procédure décrite à la figure 4.2(a). On obtient
seize spirales. Fig. 4.3(b). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une
solution de (1.2) en certains points de l’espace. En effet, la courbe verte re-
présente u(x

1

, x
2

, t) pour (x
1

, x
2

) = (50, 50, t), et t 2 [180, 200]. La courbe
rouge représente u(x

1

, x
2

, t) pour (x
1

, x
2

) = (50, 100, t) et t 2 [180, 200]. En-
fin, la courbe bleue représente I :=

R

⌦

u(x, t)dx, pour t 2 [180, 200]. Elle est
obtenue en choisissant les mêmes conditions initiales que dans la figure 4.3(a).
Ceci illustre un comportement asymptotique de l’espace non homogène. Pour
tout x 2 ⌦ la trajectoire évolue asymptotiquement autour de cycles limites de
même période, les motifs observés résultant d’un décalage de phase. On peut
remarquer que la quantité I est nulle conformément à ce qui est démontré
dans le théorème 3.1.
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Fig. 4.4(a). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2). Plus précisément, elle représente u(x

1

, x
2

, t) pour t = 190. Elle est ob-
tenue en choisissant pour tout x 2 ⌦, (u

0

(x), v
0

(x)) comme une réalisation
d’une variable stochastique uniforme sur [�1, 1]. Cela illustre un comporte-
ment asymptotique non homogène en espace. Toutefois la symétrie n’est plus
évidente.
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Fig. 4.4(b). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2) en certains points de l’espace. La courbe verte représente u(x

1

, x
2

, t) pour
(x

1

, x
2

) = (50, 50, t) et t 2 [180, 200]. La courbe rouge représente u(x
1

, x
2

, t)
pour (x

1

, x
2

) = (50, 100, t) et t 2 [180, 200]. Enfin, la courbe bleue repré-

sente I :=

Z

⌦

u(x, t)dx, pour t 2 [180, 200]. Comme précédemment, elle est

obtenue en choisissant pour tout x 2 ⌦, (u
0

(x), v
0

(x)) comme une réalisation
d’une variable stochastique uniforme sur [�1, 1]. Elle illustre un comportement
asymptotique non homogène en espace. Pour tout x 2 ⌦ la trajectoire évolue
asymptotiquement autour de cycles limites de même période, les motifs ob-
servés résultant d’un décalage de phase. On peut remarquer que la quantité I
n’est plus nulle mais oscille autour approximativement entre �0.2 et 0.2.

100

80

60

40

20

20 40 60 80 100

0

2

1.5

1

0.5

0

�0.5

�1

�1.5

�2

(a)

2

1.5

1

0.5

0

�0.5

�1

�1.5

�2

180 185 190 195 200

(b)Fig. 4.5.

Fig. 4.5(a). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2). Plus précisément, elle représente u(x

1

, x
2

, t) pour t = 190. Elle est ob-
tenue en choisissant pour tout x 2 ⌦, (u

0

(x), v
0

(x)) comme une réalisation
d’une variable stochastique suivant une loi normale N (0, 1). Cela illustre un
comportement asymptotique non homogène en espace, mais la symétrie n’ap-
paraît pas de manière évidente.
Fig. 4.5(b). Cette figure montre l’évolution asymptotique d’une solution de
(1.2) en certains points de l’espace. La courbe verte représente u(x

1

, x
2

, t) pour
(x

1

, x
2

) = (50, 50, t) et t 2 [180, 200]. La courbe rouge représente u(x
1

, x
2

, t)
pour (x

1

, x
2

) = (50, 100, t) et t 2 [180, 200]. Enfin, la courbe bleue représente
R

⌦

u(x, t)dx, pour t 2 [180, 200]. Comme précédemment, elle est obtenue en
choisissant, pour tout x 2 ⌦, la condition initiale (u

0

(x), v
0

(x)) comme une
réalisation d’une variable stochastique de loi normale N (0, 1). Elle illustre un
comportement asymptotique non homogène en espace. Pour tout x 2 ⌦ la tra-
jectoire évolue asymptotiquement autour de cycles limites de même période,
les motifs observés résultant d’un décalage de phase. On peut remarquer que
la quantité I n’est plus nulle mais oscille autour de valeurs centrées en 0, à
savoir ici entre �0.2 et 0.2.

5. Conclusion
Dans ce travail, nous avons discuté et étudié la caractérisation des solutions
patterns dans un système de réaction diffusion avec une symétrie et une partie
réactive oscillante. Nous avons apporté trois contributions :
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– la condition d’intégrale nulle comme condition favorisant l’apparition des
patterns,

– le plan de la preuve de la démonstration de la stabilité de la solution homo-
gène en espace par des techniques lente-rapides,

– l’idée de conditions initiales stochastiques d’espérance nulle comme condi-
tions favorisant l’apparition de solutions patterns non-symétriques.

Nous espérons que ces trois points pourront être développés dans de futurs
travaux.
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