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Synchronisation dans un réseau d’équations

aux dérivées partielles de type

FitzHugh-Nagumo généralisé

B. Ambrosio1, M.A. Aziz-Alaoui2

Résumé. On considère un système complexe basé sur un réseau d’interac-
tions entre neurones dont chaque noeud du réseau est modélisé par un sys-
tème d’équations aux dérivées partielles de type FitzHugh-Nagumo. Une fois
la topologie fixée, on démontre des résultats qualitatifs sur le comportement
asymptotique du système.

1. Introduction
Le modèle de FitzHugh-Nagumo,

�
�ut = (F (u)− v + z)
vt = au− bv + c

(1.1)

où
wt =

dw
dt

et où F est une cubique à coefficient dominant négatif, z est constante, � > 0
petit, a, b, c des constantes strictement positives est une simplification du cé-
lèbre modèle de Hodgkin-Huxley décrivant la propagation du potentiel d’action
dans les neurones, voir par exemple, [10, 12, 13, 14, 16, 17]. Soit Ω ⊂ Rn un
ouvert borné régulier. Le système d’équations aux dérivées partielles suivant :

�
�ut = f(u)− v + du∆u sur Ω× R+

vt = au− bv − c(x) + dv∆v sur Ω× R+ (1.2)

où,
u = u(x, t), f(u) = −u3 + 3u,

et avec conditions aux bords de Neumann, permet d’obtenir une riche variété
de patterns et phénomènes pertinents en physiologie. On peut ainsi exhiber des
comportements tels que la formation de spirales, les Mixed Mode Oscillations,
la propagation d’oscillations en salves (voir [1, 2, 3, 4]). Ces dernières années,
des efforts notables ont été fournis dans la construction et l’analyse de mo-
dèles de réseaux de neurones (voir par exemple [5, 10]). Une des applications
majeures est l’analyse des intéractions dans les différentes zones de l’encéphale
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(voir [6, 7]). C’est dans cette perspective que l’on s’intéresse, dans cet article, à
l’analyse du comportement d’un ensemble de neurones connectés entre eux se-
lon une topologie donnée. On considère ainsi un système complexe basé sur un
réseau d’interactions entre neurones dont chaque noeud du réseau est modélisé
par une EDP de type (1.2). Une fois la topologie fixée, on montre des résultats
qualitatifs sur le comportement asymptotique du système. L’article est divisé
comme suit : dans le paragraphe 2, on rappelle la modélisation de Hodgkin
et Huxley (HH), c’est à dire l’analogie électrique et la signification des termes
de l’équation. On rappelle ensuite comment passer du modèle HH au modèle
de FitzHugh-Nagumo (1.1). Puis on rappelle quelques propriétés du système
(1.1) et on illustre quelques solutions du système de réaction-diffusion associé
(1.2). Le paragraphe 3 constitue la partie principale de l’article. C’est dans
cette partie que l’on introduit le système complexe contitué d’un réseau de sys-
tèmes de type (1.2) couplés linéairement selon une topologie maître-esclave.
On énonce alors, et on démontre, deux théorèmes de synchronisation.

2. Le modèle de Hodgkin et Huxley et le passage au modèle

de FitzHugh-Nagumo

En 1952, après des expériences sur l’axone géant du Calmar, Hodgkin et Huxley
proposent le premier modèle mathématique élaboré d’un neurone :

(HH)






C
dV

dt
= −ḡKn

4(V − EK)− ḡNam
3
h(V − ENa)− ḡL(V − EL) + I

dm

dt
= αm(V )(1−m)− βm(V )m

dn

dt
= αn(V )(1− n)− βn(V )n

dh

dt
= αh(V )(1− h)− βh(V )h.

C’est un modèle basé sur l’analogie électrique. En utilisant la loi de Kirchoff, on
suppose que le courant sortant de la cellule est égal, à la somme des courants
ioniques et d’un courant de capacitance. Les courants ioniques sont déduits
de la loi d’Ohm, mais en introduisant une conductance variable. C’est l’hy-
pothèse principale du modèle de Hodgkin et Huxley : les courants ioniques
sont variables, car ils dépendent de l’ouverture ou de la fermeture de canaux
ioniques. Le courant de capacitance, vient du fait que la membrane cellu-
laire joue le rôle d’un condensateur. Dans l’équation, la variable V représente
le potentiel de membrane, c’est à dire la différence de potentiel entre l’inté-
rieur et l’extérieur de la cellule, la constante I represente le courant externe,
EK , ENa, EL représentent les valeurs d’équilibre électrochimique pour chaque
ion, obtenues grâce à l’équation de Nermst, voir [1, 8, 10, 13]. Les quantités
ḡKn

4, ḡNam
3
h, ḡL représentent les conductances associées au potassium, au

sodium et au courant de fuite, essentiellement constitué d’ions chlorure. Les
conductances du potassium et du sodium peuvent varier selon l’ouverture ou
la fermeture des canaux. Cela est modélisé par les variables m,h et n. Ce
sont des variables portes variant entre 0 et 1. Elles représentent respective-
ment les variables d’activation et d’inactivation du sodium, et d’activation du
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potassium. Le taux d’ouverture des canaux sodium dépend de la probabilité
d’ouverture des trois composantes de la porte d’activation du sodium (proba-
bilité m3) de la probabilité de fermeture de la porte d’inactivation (probabilité
h). Le taux d’ouverture des canaux potassium dépend de la probabilité d’ou-
verture des quatre composantes de la porte d’activation du potassium (n4).
Les constantes ḡK , ḡNa et ḡL sont les conductances maximales. La constante
C est la capacitance. Les fonctions α et β dépendent de V , elles représentent
les taux de transferts, des états ouverts vers les états fermés et vice versa.
Elles ont été expérimentalement déterminées par Hodgkin et Huxley selon la
technique du "Patch-clamp", voir [10, 12].

A partir du modèle (HH), on obtient le modèle (1.1) en procédant de la manière
suivante. On remarque que, dans le plan, n et h n’évoluent pas trop loin d’une
droite affine et que

m(V ) �
αm(V )

αm(V ) + βm(V )
,

on obtient alors un modèle à deux équations. En approchant les nullclines par
une cubique et une droite, on obtient un modèle de type FitzHugh-Nagumo
(2.3).

On rappelle maintenant le comportement du modèle de FitzHugh-Nagumo
suivant, �

�ut = f(u)− v
vt = u− bv − c

(2.3)

où
f(u) = −u3 + 3u, � > 0 petit, b > 0 petit.

Dans le cas limite b = 0, la dynamique du système selon la valeur de c est
la suivante : si |c| � 1 l’unique point stationnaire est attractif tandis que si
|c| < 1 le point stationnaire est répulsif et il existe un cycle limite attirant
toutes les trajectoires, voir figure 2 et [1].

Fig. 2.1. Solutions du système (2.3).

En ajoutant de la diffusion, on obtient le système d’EDP(1.2). En jouant sur
les conditions initiales, on peut obtenir une riche variété de solutions pour le
système (1.2). Quelques-unes sont représentées par la figure 2, dans le cas où
c = 0.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Fig. 2.2. Comportement asymptotique du système (1.2) pour a = 1, b = 0.01,
c = 0, � = 0.1 et pour des conditions initiales particulières. (a) Conditions ini-

tiales correspondant à une fonction constante par morceaux sur Ω. La fonction

prend deux valeurs diamétralement opposées dans l’espace des phases, selon

que la variable x se situe dans la partie gauche ou la partie droite de Ω. (b)

Asymptotiquement, la symétrie initiale est conservée. On observe une solution

qui semble périodique en temps, avec une symétrie spatiale et en opposition

de phase. (c) Conditions initiales correspondant à une fonction constante par

morceaux sur Ω. La fonction prend quatre valeurs régulièrement espacées dans

l’espace des phases, selon la valeur de x. (d) Asymptotiquement, on oberve une

solution qui semble périodique en temps, et qui prend l’aspect d’une spirale

en espace. (e) On reprend la condition initiale précédente que l’on reproduit

seize fois avec une symétrie adaptée. (f) Asymptotiquement, on observe une

solution qui semble périodique en temps, et qui prend la forme de seize spirales

en espace. (g) La condition initiale est donnée, en chaque point x de Ω par

une valeur aléatoire entre −1 et 1 et selon une loi uniforme. (h) Asymptoti-

quement on observe une solution qui semble périodique et avec des spirales

plus désordonnées.
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Lorsque c dépend de x on peut simuler des comportements de type pacemaker

en jouant sur les caractéristiques excitables et oscillantes de la dynamique du

système (2.3), voir figure 2. Pour des valeurs de bifurcations, on obtient des

Mixed Mode Oscillations, voir figure 2.

(a) Solution stationnaire (b) Propagation d’ondes

Fig. 2.3. Pacemaker, solution stationnaire et propagation d’ondes.

3. Un système complexe de systèmes de réaction-diffusion

On considère le système complexe :






�u1t = f(u1)− v1 + du1∆u1 + γ1
v1t = a1u1 − b1v1 + dv1∆v1 + µ1

.

.

.

�uit = f(ui)− vi + dui∆ui + αi(ui−1 − ui) + γi
vit = aiui − bivi + dvi∆vi + βi(vi−1 − vi) + µi

.

.

.

�uNt = f(uN )− vN + duN∆uN + αN (uN−1 − uN ) + γN
vNt = aNuN − bNvN + dvN∆vN + βN (vN−1 − vN ) + µN

(3.4)

où αi,βi � 0, pour i = 2, ..., N , ai, bi > 0, et où f est un polynôme de degré

impair et de terme dominant négatif. On a alors :

(a) Bifurcation et apparition des

MMO

(b) Bifurcation et apparition des

MMO

Fig. 2.4. Mixed Mode Oscillations (MMO).
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Théorème 3.1.
Soit λ la plus petite valeur propre non nulle de l’opérateur (−∆) avec condi-

tions aux bords de Neumann et M = supR f
�
, on suppose que

M − λdu1 < 0 et M − λdui < αi ∀i ∈ 2, .., N. (3.5)

Alors,

lim
t→+∞

N�

i=1

�
||ui − ūi||L2(Ω) + ||vi − v̄i||L2(Ω)

�
= 0, (3.6)

où,

ūi(t) =
1
|Ω|

�

Ω

ui(x, t)dx, v̄i(t) =
1
|Ω|

�

Ω

vi(x, t)dx, ∀i ∈ 1, ..., N

et où (ūi,v̄i) vérifient,

�
�ūit = f(ūi)− v̄i + γi + gi(t) + αi(ūi−1 − ūi)
v̄it = aiūi − biv̄i + µi + βi(v̄i−1 − v̄i)

(3.7)

et où, gi(t) → 0 quand t → +∞ avec décroissance exponentielle.

Preuve. On utilise un raisonnement par récurrence. On traite d’abord le sys-

tème (u1, v1), qui n’est pas dépendant du couplage. Soit :

φ1(t) =
1
2

�
�a

�

Ω

|∇u1|2 +
�

Ω

|∇v1|2
�
.

En dérivant φ1, on obtient :

φ̇1 =

�

Ω

(a�∇u1∇u1t +∇v1∇v1t)

=

�

Ω

(a∇u1∇(f(u1)− v1 + du1∆u1) +∇v1∇(au1 − bv1 + dv1∆v1))

=

�

Ω

(a(f �(u1)|∇u1|2 − du1(∆u1)
2)− b|∇v1|2 − dv1(∆v1)

2)

Or l’opérateur −∆ avec conditions aux bords de Neumann vérifie :

�

Ω

(∆u1)
2 � λ

�

Ω

∇|u1|2.

On en déduit que :

φ̇1 � a

��

Ω

M |∇u1|2 − λdu1

�

Ω

|∇u1|2
�
− b

�

Ω

|∇v1|2 − λdv1

�

Ω

|∇v1|2

� a(M − λdu1)

�

Ω

|∇u1|2 − (λdv1 + b)

�

Ω

|∇v1|2.

Or λdu1 > M , donc,

φ̇ � −2min

�
λdu1 −M

� ,λdv1 + b

�
φ,
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donc,

φ(t) � φ(0)e−c1t

où,

c1 = 2min

�
λdu1 −M

� ,λdv1 + b

�
.

De plus,

||u1 − ū1||2L2(Ω) + ||v1 − v̄1||2L2(Ω) � 1
λ

��

Ω

|∇u1|2 +
�

Ω

|∇v1|2
�

� 2
λ

max
�

1
a� , 1

�
φ(t)

ce qui implique

lim
t→+∞

�
||u1 − ū1||L2(Ω) + ||v1 − v̄1||L2(Ω)

�
= 0. (3.8)

On montre maintenant que ū1 et v̄1 sont soutions de (3.7) avec i = 1 et

α1 = β1 = 0. On a :





�ū1t = 1

|Ω|

�

Ω

f(u1)− v̄1 + γ

v̄1t = aū1 − bv̄1 + µ

donc, 



�ū1t = 1

|Ω|

�

Ω

(f(u1)− f(ū1)) + f(ū1)− v̄1 + γ

v̄1t = aū1 − bv̄1 + µ.

Soit :

g(t) = 1
|Ω|

�

Ω

(f(u1)− f(ū1)).

Alors, �
�ū1t = g(t) + f(ū1)− v̄1 + γ
v̄1t = aū1 − bv̄1 + µ.

Or,

|g(t)| = | 1
|Ω|

�

Ω

(f(u1)− f(ū1))|

� L
|Ω|

�

Ω

|u1 − ū1|

� L

|Ω|
1

2

||u1 − ū1||L2(Ω),

où,

L = sup
t∈R+

|f �(ū1(t))|.

Car d’après [15], on sait que (u1, v1) ∈ L∞(Ω)× L∞(Ω). On en déduit que :

lim
t→+∞

g(t) = 0.
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Ce qui montre le résultat pour le système (u1, v1). On montre maintenant la

récurrence. Soit :

φi =
1
2

�
�ai

�

Ω

|∇ui|2 +
�

Ω

|∇vi|2
�
,

On montre que pour tout i ∈ 1, ..., N il existe des constantes positives Ki, ci
telles que,

φi(t) � Kie
−cit.

On vient de montrer que le réultat est vrai pour i = 1. Supposons le résultat

vrai jusqu’à l’ordre i− 1. Après quelques calculs algébriques, on obtient :

φ̇i � ai(M − λdui − αi +
αiκi

2
)

�

Ω

|∇ui|2 − (λdvi + bi +
βi

2
)

�

Ω

|∇vi|2

+ ai
αi

2κi

�

Ω

|∇ui−1|2 +
βi

2

�

Ω

|∇vi−1|2

� ai(M − λdui − αi +
αiκi

2
)

×
�

Ω

|∇ui|2 − (λdvi + bi +
βi

2
)

�

Ω

|∇vi|2 + s1Ki−1e
−ci−1t

� −s2φ+Ki−1e
−ci−1t

où κi est une constante positive vérifiant

κi < 2
λdui + αi −M

αi
,

et s1 = max(
αi

�κi
,βi), s2 = 2min(

λdui + αi(1−
κi

2
)−M

� ,λdvi + bi +
βi

2
),

Ki−1, ci−1 sont des constantes positives. En intégrant, on obtient :

φi(t) � Kie
−cit.

Le reste de la preuve est identique à celle utilisée pour le système (u1, v1).

Définition 3.2.
Soit Si = (ui, vi) et S = (S1, S2, ..., SN ) un réseau de systèmes (Si)i=1,2,...,N .

On dit que S synchronise identiquement si,

lim
t→+∞

N−1�

i=1

(||ui − ui+1||L2(Ω) + ||vi − vi+1||L2(Ω)) = 0.

On appelle norme de l’erreur de synchronisation de S, la quantité,

�N−1�

i=1

(||ui − ui+1||2L2(Ω) + ||vi − vi+1||2L2(Ω))
� 1

2 .

On considère le système (3.4) avec dui = duj , dvi = dvj et bi = bj = b,
ai = aj = a ∀i, j ∈ 1, ..., N . On rappelle que f est un polynôme de degré
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impair avec un coefficient dominant strictement négatif,

f(u) =
p�

k=1

dku
k, dp < 0, p � 3.

Soit,

M = sup
u∈B,x∈R

p�

k=1

f (k)

k!
(u)xk−1

,

où B est un intervalle compact dans lequel u1 reste inclus. On a :

Théorème 3.3.
Si αi > M, i = 2, ..., N , alors le réseau S = ((u1, v1), (u2, v2), ..., (uN , vN ))

synchronise au sens de la définition (3.2).

Preuve. On procède de nouveau par un raisonnement par récurrence. Soit :

ψi(t) =
1
2

�
�a

�

Ω

(ui − ui−1)
2 +

�

Ω

(vi − vi−1)
2�.

On montre que pour tout i ∈ 2, ..., N,

ψi(t) � Kie
−cit.

On considère d’abord le système (u2, v2). En dérivant ψ2 et en utilisant la

formule de Green, on obtient :

ψ̇2(t) �
�

Ω

�
a(f(u2)− f(u1)− α2(u2 − u1))(u2 − u1)− (b+ β2)(v2 − v1)

2�

�
�

Ω

�
a(f �(u1)− α2 +

p�

k=2

f (k)(u1)

k!
(u2 − u1)

k−1)(u2 − u1)
2

−(b+ β2)(v2 − v1)
2�,

� a(M − α2)

�

Ω

(u2 − u1)
2 − (b+ β2)

�

Ω

(v2 − v1)
2.

Donc,

ψ̇2(t) � −c2ψ.

où c2 = min(
α2 −M

� , b+ β2) est une constante positive. On obtient donc :

ψ2 � ψ2(0)e
−c2t.

Supposons le résultat vrai jusqu’à l’ordre i − 1. Alors, après quelques calculs
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algébriques, on obtient :

ψ̇i(t) �
�

Ω

�
a(f(ui)− f(ui−1)− αi(ui − ui−1) + αi−1(ui−1 − ui−2))(ui − ui−1)

−(b+ βi)(vi − vi−1)
2 + βi−1(vi−1 − vi−2)(vi − vi−1)

�

�
�

Ω

�
a(M − αi)(ui − ui−1)

2 + aαi−1(ui−1 − ui−2)(ui − ui−1)

−(b+ βi)(vi − vi−1)
2 + βi−1(vi − vi−1)(vi−1 − vi−2)

�

�
�

Ω

�
a(M − αi)(ui − ui−1)

2 + a
2
(

α2
i−1

αi −M
(ui−1

−ui−2)
2 + (αi −M)(ui − ui−1)

2)

−(b+ βi)(vi − vi−1)
2 + 1

2
(
β2
i−1

βi
(vi−1 − vi−2)

2 + βi(vi − vi−1)
2)
�

c’est-à-dire

ψ̇i(t) �
�

Ω

�
a
M − αi

2
(ui − ui−1)

2 − (b+
βi

2
)(vi − vi−1)

2

+ a
2

α2
i−1

αi −M
(ui−1 − ui−2)

2 +
β2
i−1

2βi
(vi−1 − vi−2)

2�

� −s1ψi + s2Ki−1e
−ci−1t,

où s1 = min(
αi −M

� , 2b + βi) et s2 = max(
α2
i−1

�(αi −M)
,
β2
i−1

βi
). Le résul-

tat s’obtient par intégration. Dans le cas où f est cubique, on en déduit le

corrollaire suivant :

Corollaire 3.4.
Sous les hypothèses du théorème 3.3, si on suppose que f est une fonction

cubique : f(u) = d3u
3 + d2u

2 + d1u avec d3 < 0 et si,

αi > d1 −
d22
2d3

, i = 2, ..., N,

le système S = ((u1, v1), (u2, v2), ..., (uN , vN )) synchronise au sens de la défi-

nition (3.2).

4. Simulations numériques

On considère le système (3.4) pour N = 3 avec pour tout i ∈ {1, 2, 3}, dui =

dvi = 1, ai = 1, bi = 0.6. De plus, pour i ∈ {2, 3}, on fixe βi = 0, αi > 0 et
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(a) u1(x, t) (b) u2(x, t) (c) u3(x, t)

Fig. 3.1. Réseau de trois systèmes de type FitzHugh-Nagumo généralisé. Iso-

valeurs de u1, u2, u3 au temps fixé t = 190 pour la valeur de couplage

α2 = α3 = 0.3.

(a) (b)

Fig. 3.2. Réseau de trois systèmes de type FitzHugh-Nagumo généralisé. La

norme de l’erreur de synchronisation donnée par la definition 3.2 sur l’intervalle

de temps [0, 200] pour le couplage α2 = α3 = 0.3 : (a) entre S1 et S2, (b) entre

S2 et S3.

(a) u1(x, t) (b) u2(x, t) (c) u3(x, t)

Fig. 3.3. Réseau de trois systèmes de type FitzHugh-Nagumo généralisé. Iso-

valeurs de u1, u2, u3 au temps fixé t = 190 pour la valeur de couplage

α2 = α3 = 0.4.
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(a) (b)

Fig. 4.1. Réseau de trois systèmes de type FitzHugh-Nagumo généralisé. La
norme de l’erreur de synchronisation donnée par la définition 3.2 sur l’intervalle
de temps [0, 200] pour le couplage α2 = α3 = 0.4 : (a) entre S1 et S2, (b) entre
S2 et S3.

� = 0.1. On considère alors le système complexe :





�u1t = f(u1)− v1 +∆u1

v1t = au1 − bv1 +∆v1
�u2t = f(u2)− v2 +∆u2 + α2(u1 − u2)
v2t = au2 − bv2 +∆v2

�u3t = f(u3)− v3 +∆u3 + α3(u2 − u3)
v3t = au3 − bv3 +∆v3

(4.9)

Les simulations numériques, voir figures 3, 3, 3, 4, montrent que le système
(4.9) synchronise pour un terme de couplage α2 = α3 appartenant à l’inter-
valle [0.3, 0.4]. Dans ces figures, les conditions initiales (u1(x, 0), v1(x, 0)) sont
données, pour tout x, par une variable aléatoire de loi uniforme sur [−1, 1],
voir [3], tandis que (u2(x, 0), v2(x, 0)) = (u3(x, 0), v3(x, 0)) = 1. Pour les si-
mulations numériques, on a utilisé un schéma aux différences finies explicite,
codé en C++ avec un pas de temps égal à 0.01 et un pas d’espace égal à 1.
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