Chapitre 2

Quelques résultats sur les
équations classiques

2.1 L’équation de la chaleur

On considere dans ce chapitre, I’équation de la chaleur,

%—Au = fsurQ

u(z,0) = wuo(x)
u(z,t) = g(x) sur 0N

2.1.1 Quelques exercices

Exercice 1. Démontrer la formule de la divergence.
Exercice 2. Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soit f et g deux fonctions continues, montrer que 1’on a :

Alfgdmﬂ/olfgdx)%(/;g?dx) -

Exercice 3. Inégalité de Poincaré
Soit v une fonction de classe C* sur [0, 1] telle que v(0) = 0. Montrer que :

1 1 1 ov
2. o+ VN2 40
/Ovdac_2/0(am)dm

N|=

Exercice 4.
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1. Soit u la solution de 1’équation de la chaleur avec f = 0, Q = [0, 1], u(0) =
u(1) = 0, montrer que,
1

lim u’dx = 0.
t——+oo 0

2. Onsuppose que f(z) = z(1—=z), u(0,t) = a, u(0,t) = b. Soit u la solution
de I’équation de la chaleur avec ces nouvelles données.

(a) Déterminer la solution u de I’équation,

—Uzy = fsur]0,1],

u(0,t) = a, u(l,t) = 0.
(b) Montrer que :
1
lim (u — u)?dx = 0.
t—+00 Jo

Exercice 5. Le principe du maximum.

On considere 1’équation de la chaleur, avec 2 = [0,1], f = 0, u(0) = u(1) = 0.
Montrer que si u(z,0) = up(x) > 0 alors u(z,t) > 0 pour tout (x,t) € [0,1] x
R*. En déduire 1'unicité de la solution de I’équation de la chaleur, pour f quel-
conque et u(0) = a, u(1) = b.

Correction

Soit 7" > 0 quelconque. Soit v(z,t) = u(z,t) + et. Supposons que v admette un
minimum en (z, tg) €]0, 1[x]0,T[. Alors, v; = 0. D’olt uy = —€. Or up = Ugy.
Ce qui est impossible car u;; = vz; > 0. Si maintenant v admet un mini-
mum en (zg,tg) €]0,1[xT. On a vi(zg,T") < 0, donc uy < —e et ug(xg, 1) =
Uzg (20, T) = vgz(x0,T) > 0 ce qui est une contradiction. Finalement, on en dé-
duit que v atteint nécessairement son minimum sur 0 x RTUJ0, 1[x0U 1 x R™.
Donc v(z,t) > 0sur |0, 1[xR™. Par passage a la limite lorsque € tend vers 0 on en
déduit que u(z,t) > 0.

2.1.2 Résolution de I’équation de la chaleur avec source nulle

On suppose que f = 0, u(0) = u(1) = 0. On va déterminer explicitement la
solution de 1’équation de la chaleur.

U — Uy = Osur]0,1]
u(z,0) = wo(x) sur0,1]
u(0,t) = wu(1,t) =0.
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On cherche une solution sous la forme,

u(x,t) = g(x)w(t).

Alors,
WG — Gzzw =0

Ce qui implique,
Wt _ Grx

w g

Ce qui donne,
w
Yt _ 922 _  avec k constant.
w o g

Résolvons ces deux équations séparément,

Jaz = k
g
< Jxx — k‘g = 0.
On résout alors,
r? = k.

On obtient les solutions,
g(z) = ae~VET 4 Be\/EI sik >0,
g(x) = e (a+ Bz)sik =0
g(x) = €% (acos(v—kx) + Bsin(v/—kz)) si k < 0.
Compte tenu de la condition au bord,
u(0,t) = u(1,t) =0,

on obtient pour k£ > 0, g(z) = 0. On ne retiendra donc que la derniére famille de
solutions, avec k£ < 0.
g(0)=0=a=0.

g(1)=0=p=00uv—k=nn

On obtient donc une famille de solutions,

g(x) = By sin(nmz).
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Ce qui donne pour w,
2,2

Wy (t) = wy (0)e™™ ™t

On vient ainsi d’exhiber une famille de solutions de la forme,
I 2.2
Z ane” ™ ™ tsin(nmr).
n=0

Pour ¢ = 0, on obtient,
o0

Z ap sin(nmz) = up(x).

n=0
En prolongeant, up(x) par —ug(—x) sur [—1,0], on obtient grice a la théorie des
séries de Fourier,

ap, = /_11 up(x) sin(nrx) = 2 /01 up(x) sin(nmx)

Définition 1. Soit f une fonction définie sur R, périodique de période T'. La série
de Fourier de f est

ag s 2 2w
> + Z (an cos <nT:L‘> + b, sin (nTx)>

n=1
ou,
T
an, = %ffzf(t)cos(%”nt)dt,
2
T
by = 2 [2 f(t)sin(ZEnt)dt.

Nt

Théoreme 1. Soit f une fonction périodique sur R, continue par morceaux, alors
sa série de Fourier converge simplement vers

f@™) + f(a™)
5 :

Théoreme 2. Soit f une fonction périodique sur R, C! par morceaux, et continue,
alors sa série de Fourier converge uniformémen vers f sur R.
Résolutions des équations différentielles linéaires d’ordre deux

On ne traite ici que le cas homogene et ou les coefficients constants. Soit a
résoudre I’équation suivante :

auw’ +bu' =c=0.
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On calcule A = b? — 4ac, et les solutions de 1’équation :
ar’ +br+¢=0. 2.1

On a trois cas :

1. Si A > 0, on obtient des solutions de la forme :
aeT’1$ _|_ 667’2$

oll 1 et r9 sont les solutions de (2.1).

2. Si A = 0, on obtient des solutions de la forme :
aercs + 5l‘€r$

ou r est la racine double de (2.1).

3. Si A < 0, on obtient des solutions de la forme :
e (acos(bz) + B sin(bx))

ol r = a + b est la racine complexe de (2.1).

2.1.3 Résolution de I’équation de la chaleur avec source non nulle
On va maintenant résoudre le probleme,
Up — Ugy = f(x)sur]0,1]
u(z,0) = wo(x)sur[0,1]
u(0,t) = wu(l,t) =0.

Reprenons les fonctions du paragraphe précédent,
sin(nmx) n e N*

On a,

(sin(nmz))ze = —n’n? sin(nrz).

De sorte que ces fonctions sont des fonctions propres de 1’opérateur u +— —ug,
avec conditions aux bords de Dirichlet homogene. On a,

1 1
/ sin(nmz) = / cos®(nm)
0 0

1 1 1
donc 2/ sin(nmz) = / sinQ(mrx)—&—/ cos®(nmz)
0 0 0
= 1.
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Donc,

1 1
/ sin?(nrx) = .
0 2

Par ailleurs,
1
/ sin(nmz) sin(prz) = 0si p # n.
0

Soit,

dn(x) = V2sin(nrz).

/Ulgbngbp:(), et /01¢3:1.

En fait, ¢,, n € 1,...,n est une base orthonormale de L?(0,1). Cherchons une
solution de 1’équation sous la forme,

Alors,

+oo
w(z,t) =Y un(t)dn().
n=1
Alors en multipliant par ¢, 1’équation et en intégrant sur [0, 1], on trouve,

1
Ukt — AUk :/0 for = frs

et, )
u(0) :/o UQP-

On peut résoudre cette équation et on obtient,

s (t) = (ux(0) + 451N - 2

+o0o
u(z,t) = Z U () ().
n=1

Nous admettrons la convergence de la série dans le cadre de ce cours.

2.1.4 Résolution de I’équation de la chaleur sur R

On considere le probléme suivant,

Ut — Ugre = OsurR
u(z,0) = wo(x).
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Pour une fonction f intégrable, on définit la transformée de Fourier de f par la
fonction,

F(H)E) = F(6) = /IR e~273E £ (1) .

Sous des conditions de régularité, on a les propriétés suivantes :

Ona:

fee(&) = —4m?€%f.

La solution u de 1’équation de la chaleur vérifie donc,
Ty + 4220 = 0,

c’est a dire que,
2¢2
(&, t) = e EaE, 0).

Or,
z2
e 4t 242
.F — 67471' &4t
(\/471'75)
donc,
(2,0) = up % ——e
u(x,t) = u e
0 VAt
On a donc,

Théoreme 3. Une solution du probléme est donnée par,

1 _@w?

e at
v A4t

On peut également démontrer le résultat suivant,

u(e,t) = [ wly)
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Théoreme 4. Une solution du probléme de la chaleur sur R avec second membre
f est donnée par,

_(a= y>2

1
4(t—s) )dde

u(:L‘,t)Z/RUO( )\/Ee e / \/m/

Remarque 1. On peut remarquer ’analogie entre cette derniére formule et la
formule :

T
u(t) :eatuO+/ ea(t—s)b(s)ds
0

qui donne la solution de I’équation différentielle :

u' = au + b(t).

2.2 L’équation des ondes

Exercice 6.
On considere 1’équation des ondes avec {2 = R, f = 0. On note Uy, une primitive
de uy. Vérifier que,

u(z,t) = %(uo(m +1t) +uo(x —1t)) + %(Ul(ﬂs +1t) —Ui(xz —1t)) (2.2)

est solution de I’équation. En déduire que la solution de I’équation des ondes don-
née par (2.2) au point (z, t), ne dépend de ug et u; que sur I'intervalle [z — ¢, z +¢].
Pourquoi dit-on que I’équation des ondes est réversible ?

Exercice 7. Conservation d’énergie.

On considere 1’équation des ondes avec 2 = [0, 1] et f = 0. Montrer que,

1 1
pour tout ¢ > 0/ (u? + u?)dx = / (uf + ud,)dz
0 0

2.3 L’équation de Schrodinger

Exercice 8. Conservation d’énergie.

Soit u(x, t) une solution réguliere de 1’équation de Schrodinger qui décroit vers 0
ainsi que u, lorsque |z| tend vers +oc.

Montrer que pour toute fonction dérivable v,

[v|? = 2R (Tvy).



2.3. L’EQUATION DE SCHRODINGER

Etablir les égalités d’énergie,
vt > 0,/ lu|?dx = / luo|?de,
R R

Vi >0, /R(\UIF V(@) uf?)de = /R(yuogcy2 + V(@) uo?)da.

et,



