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Exercice 1. On rappelle le théoréme suivant :

Théoreme 1 (Condition suffisante de convergence globale de la méthode du point fixe) Soit g une
fonction de classe C* sur un intervalle [a,b] C R. On suppose que g([a,b]) C [a, b] et qu’il existe k,
0 < k < 1tel que pour tout x € [a,b], |¢'(x)| < k, alors :

1. la fonction g admet un unique point fixe | dans [a, b].

2. Pour tout x( de |a, b, la suite (x,,)nen définie par la récurrence

Tpy1 = g(.%n)

Vvérifie :
VneN, xz,€la,blet lim z,=1

n—-+o00

Démontrer ce théoréeme.

Exercice 2. Soit :
g: [0,1] —R
r — px(l—x)

ey

1. Rappeler la formule permettant de construire la suite des itérés de la méthode du point fixe. On
note (x,,),en cette suite.
2. On suppose que (1 = % Déterminer le comportement asymptotique de la suite z,,.

3. On suppose que (1 = % Déterminer le comportement asymptotique de la suite .



Exercice 3.
Soit f(z) = 22" — 42 + 1

1. (a) Déterminer les variations de la fonction f et en déduire le nombre p de solutions de
I’équation f(z) = 0. On note s;, 1 < i < p, ces solutions classées par ordre croissant.
(b) Déterminer la convexité de f et en donner une représentation graphique.
2. Rappeler la formule permettant de construire la suite des itérés de la méthode de Newton. On
note (x,,),en cette suite.
3. Enoncer un théoreme donnant un critere de convergence globale de la méthode de Newton.
4. On suppose que xy €| — 00, s1]. A I’aide d’une construction géométrique, déterminer graphi-
quement les trois premiers termes de la suite (c’est a dire xg, 1 et x3).
5. Dans le cas out xy €] — 00, s1[, quel est le comportement asymptotique (lorsque n tend vers
+00) de la suite. Justifier votre réponse.
6. On suppose maintenant que z; €|sy, —1[. Quel est le comportement asymptotique de la suite.
Justifier votre réponse.
. _ f(z)
7. Soit g(x) =z — oL
L, qe .. . 1 1
(a) Montrer que g réalise une bijection de | — 1, —7?:[ dans ]9(_75>a +o0l.
(b) En déduire qu’il existe un réel positif @ vérifiant « < 1 — \/% tel que g(—1+4«) = 1. Quel
est le comportement asymptotique de la suite z,, si o €] — 1, —1 + [ ?
8. Par un raisonnement analogue, montrer qu’il existe a, vérifiant a < oy < 1 — \/%) tel que pour
tout xy €] — 1 + «, —1 + [, la suite x,, converge vers s; quand n tend vers +oo.
9. Montrer qu’il existe 5 > 0 tel que pour tout z €] — (3, 0], la suite converge vers s.
10. A I’aide d’un théoréme du cours, montrer qu’il existe v > 0 tel que pour xg €|sg — v, 59 + 7|
la suite converge vers Ss.
11. Que peut-on dire, de la convergence de la suite dans le cas xy > 0.
Exercice 4.
Soit :

1 -2 3 -4

-2 3 -4 5
A= 3 -8 14 =20
-3 4 -6 7

Donner la factorisation LU de la matrice A.

Exercice 5.
Donner la factorisation () R de la matrice suivante :

21 1 1
2 7 11 15
00 -2 1
00 -2 -9



Exercice 6.

1. Rappeler I’algorithme de Cholesky.
2. Pour quel type de matrices peut-on utiliser cet algorithme ?

3. Calculer le nombre d’opérations effectuées lors de cet algorithme (multiplications et divisions),
pour une matrice de taille n x n.

4. Proposer une modification de 1’algorithme de Cholesky dans le cas d’une matrice tridiagonale.

5. Calculer le nombre d’opérations (multiplications et divisions) effectuées lors de nouvel algo-
rithme.



