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Exercice 1.
Soit f une fonction définie sur R vérifiant :

f(−2) = 4, f(−1) = 1, f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 4.

1. Déterminer, sans calculs, la valeur du polynôme d’interpolation de f sur le support {x0 =
−2, x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2}. Justifier votre réponse.

2. Expliquer comment calculer la quantité f [x0, x1, ..., x4].

3. Déterminer l’expression du polynôme d’interpolation de Newton de f sur le support {x0 =
−2, x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2}. Le résultat est-il cohérent avec la question 1 ?

Exercice 2.
Soit f une fonction de classe C2 sur R et a, b deux réels. On pose

IM = (b− a)f(a+ b

2
).

1. (a) Exprimer IM comme l’intégrale d’un polynôme d’interpolation de f .

(b) Montrer qu’il existe ξ ∈ [a, b] tel que :∫ b

a

f(x)dx− IM =
(b− a)3

24
f

′′
(ξ).
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2. On suppose que a = 0, b = 1, et que :

f(x) =
1

1 + x3
.

(a) Calculer IM .

(b) Calculer f ′′(x).

(c) Déterminer un majorant de |f ′′| sur [0, 1].

(d) En déduire une majoration de :

|
∫ 1

0

f(x)dx− IM |.

3. On pose maintenant

xk =
k

10
, k ∈ {0, ..., 10},

et,

IM,10 = 0.1×
9∑

k=0

f(
xk + xk+1

2
).

Donner une majoration de :

|
∫ 1

0

f(x)dx− IM,10|.

Exercice 3.
On s’intéresse à l’équation différentielle ordinaire suivante :{

u′ = 1− u2
u(0) = u0

(1)

1. Montrer que pour tout u0 ∈ R, il existe une unique solution maximale de l’équation (1).

2. On suppose dans toute la suite de l’exercice que u0 ∈]− 1, 2[.

(a) Montrer que pour tout t > 0, u(t) ∈]− 1, 2[.

(b) Déterminer le comportement asymptotique de la solution.



3. On s’intéresse maintenant à la solution approchée de l’équation (1) construite par la méthode
d’Euler explicite. Soit T > 0, h > 0 petit et N = T

h
(on suppose que N ∈ N). On subdivise

l’intervalle [0, T ] en posant tn = nh, 0 ≤ n ≤ N . Soit (un)0≤n≤N le vecteur obtenu par la
méthode d’Euler explicite.

(a) Donner la formule permettant de calculer la valeur un+1 à partir de un.

(b) Montrer que si h < 1
4

alors un ∈] − 1, 2[ pour tout n ∈ {0, ..., N}. Dans la suite, on
suppose que h < 1

4
.

(c) Montrer que |u′′(t)| ≤ 12.

(d) On pose pour tout n ∈ {0, ..., N} :

vn = u(tn).

Montrer que :
vn+1 = vn + h(1− v2n) + εn,

où
|εn| ≤ Ch2 avec C = 6.

(e) En déduire que :

|un+1 − vn+1| ≤ |un − vn|(1 + Lh) + Ch2 avec L = 4.

(f) En déduire que pour tout n ∈ {1, ..., N} :

|un − vn| ≤ Ch2
n−1∑
k=0

(1 + Lh)k.

(g) En déduire que :

|un − vn| ≤
C

L
h expLT .

(h) Que peut-on en conclure ?


