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Exercice 1. Questions de cours

Donner la définition d’un espace topologique.

Donner la définition d’une distance et d’un espace métrique.

Un espace métrique est-il un espace topologique ? Justifier votre réponse.
Donner la définition d’une suite de Cauchy.

Donner la définition d’un espace métrique complet.
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Soit (X, d) un espace métrique. Soit z € X. Montrer que I’application :

p: X —R
z = d(z,2)

est continue.

7. Donner la définition d’un espace topologique compact.

8. Enoncer et démontrer un théoreme sur ’image d’un espace topologique
compact par une application continue.

Exercice 2. Onnote £ = M, (R) I’ensemble des matrices réelles de taille n x n.
On admet que pour toute matrice A de £ il existe une constante C' telle que pour
tout z de R", on a:

[[Az|| < Clll,



ol ||x|| = />, 22 désigne la norme euclidienne sur R™. On définit sur £ X F
la quantité d par :

ExE — R
(A,B) d(A,B):supM

sern |||

1. On rappelle que pour tout x,y € R”, ona:
4+ yll < []] + [lyl]-

Montrer que d est une distance sur F.

2. On admet que

d(A,B)= sup ||Az—Bz||= sup ||Ax — Bz||.

z€R™;||z||=1 z€R™;||z]|<1

On souhaite maintenant montrer que (£, d) est complet. Soit (A,),en une
suite de Cauchy de E. Montrer que pour tout z € R” tel que ||z|| = 1,
(Apz)pen est une suite de Cauchy de R™.

3. En déduire que pour tout z € R” tel que ||z|| = 1, il existe y(x) € R" tel
que :
lim A,z =y(z).

p——+00

4. Soit A la matrice définie par :

A.i = pl]}I_E]_OO Apei;
ou e; est le téme vecteur de la base canonique, et A ; la ¢éme colonne de
A. Montrer que y(z) = Ax.

5. En déduire que F est complet.

6. On souhaite maintenant montrer que pour A € FE, on peut définir exp A

par la formule :
400 Ak;
exp A= Z R
k=0

On rappelle que pour tout réel a, on a :

+oo k pak

a .
expa = — = lim Z —
oo kY potee K

Montrer que la suite (S,)yen définie par S, = >°7_, Ak—f est une suite de
Cauchy de F.



7. Conclure.

Exercice 3.

1. Soit X un espace topologique, et Y un espace métrique. Soit H une partie
de C(X,Y). Rappeler la définition de 1’équicontinuité sur X pour 1’en-
semble H.

2. Enoncer le théoreme d’ Ascoli.

3. On cherche maintenant a montrer le résultat suivant. Si f est une fonction
continue de R dans R, si ug € R, alors il existe 7" > 0 et une fonction
continue qui vérifie u(0) = vy et

VE € [0, T]ult) = uo + /Otf(u(s))ds. ()

Soit 7' > 0 fixé, pour tout A vérifiant 0 < h < T', on définit une fonction
affine par morceaux w;, de la maniere suivante :

u(t) = ug + f(ug)tsit €[0,h],

ul(t) = u"(h) + f(u"(R))(t — ) sit € [h,2h],

u(t) = u"(ih) + f(u"(ih))(t —ih) sit € [ih, (i+1)h],i € {0,..., N —1}
ul(t) = u"(Nh) + f(u"(NR))(t — Nh)sit € [Nh,T]

ou N est la partie enticre de % On admet qu’on a pu choisir 7" de sorte
qu’il existe une constante M telle que Vh € [0,T], Vt € [0, T]

On pose X = [0,7], Y = R, munis de la distance usuelle. Soit H =
{up; h €]0,T]}. Montrer que H est équicontinue.

4. Montrer que pour tout ¢ € [0,T], H(t) = {u"(t); h €]0,T]} est une partie
relativement compacte de R.

5. En déduire qu’il existe une suite (uh”)neN avec h,, — 0 quand n tend vers

+00 et une fonction continue u de [0, T] dans R, telle que la suite (1), ey
converge uniformément vers .

6. Montrer que u vérifie I’équation (1).



