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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire résume l’ensemble de mes travaux de recherches en mathématiques appliquées depuis ma thèse
"Utilisation de l’algèbre différentielle pour analyser l’identifiabilité des paramètres de modèles décrits par des
équations aux dérivées partielles", soutenue en 2005 (directrice de thèse : Lilianne Denis-Vidal, Ghislaine Joly-
Blanchard). Ce mémoire est donc l’occasion de faire le bilan sur mon travail qui porte sur l’étude qualitative et
quantitative des modèles dynamiques et d’esquisser quelques pistes de recherches amorcées ou futures.

Au cours de ma thèse au sein du laboratoire de mathématiques appliquées de l’UTC, j’ai travaillé sur des
méthodes pour étudier l’identifiabilité a priori de modèles aux équations aux dérivées ordinaires (EDO) ainsi
que sur le développement de méthodes numériques pour estimer les paramètres de ces modèles.

L’identifiabilité est une notion importante lorsqu’on construit un modèle mathématique et que l’on souhaite
estimer des paramètres non directement accessibles par des mesures. En effet, elle assure qu’à une sortie du
modèle mathématique correspond un seul jeu de paramètres et donc garantit les résultats numériques sur les
paramètres. Un modèle non identifiable pourrait produire les mêmes sorties avec plusieurs, voir une infinité de
jeux de paramètres, ce qui pose un problème lorsque ces derniers ont une signification physique comme les taux
de contact infectieux dans les modèles épidémiologiques qui doivent être positifs. Pour étudier l’identifiabilité,
un travail théorique est fait dans un cadre idéal sans considérer le bruit de mesure, en supposant avoir toutes les
mesures nécessaires et où le modèle cherché correspond à celui du système étudié. Cette propriété, encore appelée
identifiabilité structurelle est alors inhérente à la structure du modèle et constitue une condition nécessaire pour
l’identifiabilité numérique. Cette propriété structurelle dépend des entrées et des sorties du modèle considéré,
des conditions initiales comme l’ont démontré [61, 178, 196] et plus généralement des contraintes des paramètres
[204].
Mon travail de thèse s’appuyait sur des relations différentielles obtenues à partir d’outils d’algèbre différentielle.
Elles se sont révélées très riches et leur potentiel pas complètement exploité aussi bien au niveau théorique que
numérique. Plusieurs questions restaient ouvertes, pouvait-on par exemple

— ré-écrire certains modèles mathématiques pour obtenir des relations plus simples à partir de l’algèbre
différentielle ? En effet, le calcul formel peut produire des relations très compliquées en terme d’expressions
et en terme d’ordre de dérivation ;

— incorporer formellement les contraintes sur les paramètres et les conditions initiales pour obtenir un
résultat certifié sur l’identifiabilité du modèle ? Les outils d’algèbre différentielle ne prennent pas en
compte les inégalités qui peuvent changer les résultats d’identifiabilité ;

— développer un algorithme donnant les paramètres clés pour obtenir l’identifiabilité d’une partie du modèle
voire de tout le modèle ;

— élargir cette notion à d’autres cadres comme le cadre ensembliste ou le cadre des équations aux dérivées
partielles (EDP) et quelles seraient les limites ?

Après ma thèse, j’ai pu apporter quelques réponses à ces questions qui sont abordées dans le chapitre 2.

La diagnosticabilité de fautes est apparue comme une suite naturelle de l’étude d’identifiabilité en se plaçant
dans le cas de fautes constantes. Cette propriété établit quelles fautes peuvent être discriminées étant donnés les
capteurs placés dans le système. Cette étude, si elle est menée lors de la conception du système, peut permettre
de mettre en place des méthodes de diagnostic, c’est à dire des méthodes de détection et d’isolation de fautes.
Actuellement, ces propriétés sont très étudiées dans le cadre des systèmes autonomes, en particulier dans l’aé-
rospatial pour les envois de navettes autonomes à de longues distances [57]. Nous avons proposé de nouvelles
pistes pour mener cette étude théorique et numérique à partir de relations différentielles non encore totalement
exploitées dans ce domaine. Nous avons étendu certaines définitions et développé de nouvelles techniques d’ana-
lyse dans le cadre ensembliste mais également dans un cadre plus traditionnel. Nous avons également apporté
quelques réponses sur le cas multi-faute, cas qui est rarement abordé dans la littérature. Cette thématique
constituera le chapitre 3 de ce manuscrit.
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Au cours de ces années, je me suis également intéressée aux réseaux et aux propriétés émergentes qui
pouvaient résulter des interactions entre ces différents constituants. En particulier, j’ai travaillé sur

— l’extension d’un résultat de synchronisation dans un réseau dont les noeuds sont constitués de systèmes
dynamiques non linéaires, non nécessairement identiques et dont les termes de couplage sont non linéaires ;

— le lien entre la synchronisation d’un système acyclique direct formé de systèmes de Hindmarsh-Rose et
les bifurcation de(s) système(s).

Ces résultats sont présentés au chapitre 4.

Ce travail sur l’identifiabilité, la diagnosticabilité et la synchronisation ont répondu à des problématiques
ponctuelles et concrètes. L’identifibilité et la diagnosticabilité ont été au coeur de la tâche 2 du projet ANR
MAGIC-SPS, tâche qui proposait d’étendre ces notions au cadre ensembliste dans le cas de modèles dynamiques
incertains. Quant aux notions d’identifiabilité et de synchronisation, elles ont été utilisées dans le cadre d’un
travail initié en 2013 avec le projet PEPS HuMaIn (Humanité-Mathématiques-sciences de l’Information) et qui a
abouti au projet ANR Com2SiCa en 2018. Ce travail est présenté au chapitre 5. Ces projets consistaient à mieux
comprendre les différents comportements et leurs enchaînements lors d’une catastrophe puis à développer un
modèle mathématique les décrivant en accord avec les géographes (Damienne Provitolo, Edwide Dubos-Paillard)
puis les psychologues (Oscar Navarro, Abdel-Halim Boudoukha). Cette thématique connaît un vif écho dans
notre société depuis plusieurs années qui sont marquées par une augmentation significative du nombre de
catastrophes qu’elles soient naturelles, sociétales ou technologiques. Une meilleure compréhension des réactions
humaines est devenue un enjeux majeur dans nos sociétés. D’ailleurs, ces tendances ne devraient pas s’inverser
dans les années à venir puisque les facteurs de risque restent nombreux : changements climatiques, tensions
géopolitiques, les risques émergents liés aux avancées technologiques, la détérioration de l’environnement et la
pression urbaine etc. Or le comportement des individus et des populations lors de catastrophes reste encore
méconnu en de nombreux points par les opérationnels comme la complexité des comportements véritablement
adoptés [52], leur enchaînement, leur dynamique et interdépendance [164].

En faisant une revue de la littérature, différents modèles mathématiques à différentes échelles ont été déve-
loppés pour décrire une dynamique de foule dans un contexte de situations extrêmes (voir. [11]). On peut citer
par exemple :

— les modèles de force sociale [93] : les piétons sont identifiés à des particules soumises i) à une force
extérieure due aux obstacles (murs), ii) une force extérieure qui prend en compte les interactions avec les
autres piétons (typiquement la tendance à préserver une certaine distance avec les voisins). L’équation
décrit la vitesse de l’individu qui va évoluer dans son environnement pour atteindre une vitesse désirée.
C’est un modèle essentiellement réactif, il n’y a pas de gestion simultanée des interactions de nature
différente ;

— les modèles granulaires [132] : chaque individu est identifié à un disque d’une certaine taille et ne pouvant
pas s’intercepter avec son voisin. L’approche s’appuie sur la vitesse désirée par chaque individu (la vitesse
qu’ils auraient s’ils étaient seuls) et le champ de vitesse global est défini comme la plus proche vitesse
faisable sans que les disques s’interceptent. Ce modèle décrit la position de chaque individu, on considère
l’ensemble des vitesses désirées et le cône de vitesses faisables. Les outils sont basés sur l’analyse convexe
et la théorie des inclusions différentielles. Le problème est que les individus ont tendance à suivre une
stratégie purement égoïste sans considérer les autres ;

— les automates cellulaires [9] : les agents ou personnes sont identifiés à des particules. Il y a discrétisation
en espace et en temps. Pour l’espace, les agents sont localisés dans des cellules d’une grille fixée et pour le
temps, l’évolution consiste en une succession de pas. Les positions des particules sont mises à jour l’une
après l’autre de manière stochastique.

— les modèles macroscopiques : ils décrivent l’évolution en temps et en espace de la densité et de la vitesse
moyenne d’une foule et sont basés sur des systèmes d’équations aux dérivées partielles. Ces modèles sont
basés sur la dynamique des fluides et prennent en compte la conservation de la masse.

Deux points importants viennent limiter la portée des modèles que nous avons trouvés dans la littérature.
Le premier est qu’ils ont été construits à partir de modèles de physiques (fluide, particules) et s’intéressent
essentiellement aux dynamiques de foule le plus souvent paniquée (voir [11, 93]). Or, d’après les psychologues,
les géographes et les neuro-scientifiques, lors de catastrophes, plusieurs comportements concurrents sont observés
produisant une dynamique pouvant se révéler complexe. Le deuxième point est que ces modèles ne prennent
pas ou très peu en compte les changements émotionnels des individus au cours d’une catastrophe comme :
i) les transitions naturelles spécifiques à chaque individu selon son expérience et son passé ; ii) les transition
dues à l’imitation ou la comparaison sociale qui est un important facteur dans les processus de changement
de comportements [77]. Pour ces raisons, nous avons fait le choix de proposer un nouveau modèle basé sur les
échanges avec les géographes des laboratoires de Géoazur (Nice) et de Géographie-Cités (Paris) et psychologues
du laboratoire de LLPL (Nantes). Nous avons décidé de reprendre la formalisation des modèles SIR (Susceptibles-
Infected-Removed) car ces modèles compartimentaux permettent de décrire en temps l’évolution du nombre
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d’individus dans chaque compartiment. Un compartiment représentant un état comportemental. Ces modèles
permettent de prendre en compte différents types d’interactions entre ces différents comportements (dans notre
cas les transitions intrinsèques et les transitions dues à l’imitation ou la contagion sociale). Il est également
possible de spatialiser ce type de modèle soit en utilisant la théorie des équations aux dérivées partielles pour
une diffusion locale, soit en utilisant la théorie des réseaux pour une diffusion globale. Toutefois, cette thématique
portant sur l’étude des comportements en situation de catastrophe a été rarement quantifiée car toute tentative
de mesure est difficile à mettre en oeuvre en pratique. Dans le chapitre 5 de ce manuscrit, je vais présenter nos
avancées dans cette thématique et en particulier

— comment le modèle a été construit avec les géographes et les psychologues ;
— comment nous avons exploité les données existant dans la littérature et les connaissances des thématiciens

pour donner un sens et un ordre de grandeur aux paramètres ;
— comment nous avons exploité les données provenant d’une expérimentation de réalité virtuelle pour affiner

la connaissance des valeurs des paramètres. Cette expérimentation a été réalisée en lieu clos et contrôlé
au Laboratoire de Psychologie des Pays de la Loire (Nantes) en 2020 et s’appuie sur un scénario, celui
de l’arrivée d’une vague de tsunami d’origine sismique sur une plage de Nice [19] ;

— les informations et les connaissances que ce type de modèle peut apporter.
Je finirai par un dernier chapitre qui présente les perspectives que j’envisage à court et moyen terme.
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Chapitre 2

Identifiabilité et estimation des
paramètres : des systèmes EDO aux
systèmes EDP

Les contributions présentées dans cette partie ont été publiées dans [100, 101, 173, 200, 204].
L’identifiabilité est une notion importante lorsqu’on construit un modèle mathématique et que l’on souhaite
estimer des paramètres non directement accessibles par des mesures. Cette notion structurelle connaît depuis
plusieurs années un intérêt croissant dans différentes domaines scientifiques [160, 207]. La question se pose
lorsqu’on cherche à calibrer un modèle mathématique à partir de données réelles bruitées. Toutefois, si la struc-
ture du modèle n’est pas identifiable, le résultat de la procédure numérique mise en place pour estimer les
paramètres peut donner des valeurs erronées, c’est à dire des valeurs ne correspondant pas à la vraie valeur
des paramètres, ce qui pose un problème lorsque les paramètres ont une signification physique. Par exemple,
l’algorithme utilisé pourrait renvoyer un taux de transition négatif intervenant dans un modèle biologique alors
qu’il devrait être positif. Pour apporter une réponse à cette problématique, l’identifiabilité du modèle assure,
qu’à une sortie du modèle mathématique, correspond un seul jeu de paramètres. Pour étudier l’identifiabilité,
un travail théorique est fait dans un cadre idéal. Cette propriété, encore appelée identifiabilité structurelle
est alors inhérente à la structure du modèle est constitue une condition nécessaire pour l’identifiabilité nu-
mérique. Plusieurs méthodes pour étudier l’identifiabilité structurelle peuvent être trouvées dans la littérature
[36, 37, 60, 61, 64, 80, 99, 125, 161, 184, 209]. La propriété d’identifiabilité dépend des entrées et des sorties que
l’on peut considérer dans le modèle mais également des conditions initiales [61, 178, 196] et plus généralement
des contraintes sur les paramètres.
Ce chapitre présente mon travail dans ce domaine. Tout d’abord, je vais présenter la notion d’identifiabilité
relative qui généralise la notion d’identifiabilité et permet de déterminer les paramètres clés permettant d’avoir
l’identifiabilité de certains paramètres voire du modèle complet. Puis, je montrerai comment nous avons géné-
ralisé ce concept au cadre ensembliste et aux équations aux dérivées partielles. Dans chaque partie, j’ai travaillé
sur le développement de méthodes basées sur des outils d’algèbre pour vérifier ces propriétés et conduisant à
des méthodes d’estimation de paramètres.

2.1 Modèle mathématique et quelques préliminaires indispensables
Dans cette première section est présenté le modèle paramétrique utilisé au cours de tout ce chapitre ainsi

que quelques rappels d’algèbres différentielles indispensables pour la suite.

Le modèle que nous allons considérer dans ce chapitre est le suivant : ẋ(t,θ) = f(x(t,θ),u(t),θ),

y(t,θ) = h(x(t,θ),θ),
(2.1)

où
— Le vecteur de paramètres θ = (θ1, . . . ,θq) appartient au sous-ensemble D de Rq où D est a priori un

ensemble connu de paramètres admissibles.
— La fonction f(., .,θ) est supposée réelle, rationnelle et analytique 1 sur M ×C∞(R,Rr), où M est un

1. Cette hypothèse n’est pas restrictive puisque de nombreux modèles peuvent être réduits à un modèle rationnel et analytique
par un changement de variables (voir [8])

6



ensemble ouvert connexe de Rn et tel que x(t,θ) ∈M pour chaque θ ∈ D ⊆ Rq et chaque t ∈ [0,T ],
— h(.,θ) est supposée réelle, rationnelle et analytique sur M ,
— u est un vecteur de dimension r de fonctions régulières (infiniment différentiables). Dans le cas d’un

système non contrôlé, u est égal à 0,
Soit x0 = (x0,i)i=1,...,n le vecteur de conditions initiales pour le système (2.1) et dont certaines composantes
peuvent dépendre de paramètres à estimer.

Exemple 2.1.1. Reprenons l’exemple de l’article [196] qui décrit la capacité d’un récepteur du macrophage à
recevoir des macromolécules solubles spécifiques aux transporteurs d’enzymes. Il s’écrit :

ẋ1 = α1(x2−x1)− Vmx1
1+x1

,

ẋ2 = α2(x1−x2),

x1(0) ∈ [0.62, 0.63], x2(0) = 0,

(2.2)

où x1 (resp. x2) est la concentration d’enzymes à l’extérieur (resp. à l’intérieur) du macrophage et p= (α1,Vm,α2)
est le vecteur de paramètres inconnus à identifier. Le paramètre α1 est le taux de transfert du compartiment 1 (ou
compartiment central, en pratique le plasma) au compartiment 2 (ou compartiment périphérique qui représente
la partie du liquide extracellulaire accessible) et α2 est le taux de transfert du compartiment 2 au compartiment
1.
Si on suppose observer la concentration d’enzymes à l’extérieur du macrophage, en dérivant la première équation
et en substituant x2 et ẋ2 par leur expression dépendant de x1, on obtient le polynôme différentiel (y := x1 et
en supposant que α1 ̸= 0),

P (y,u) = ÿ(1+y)2 +γ1ẏ(1+y)2 +γ2y(1+y)+γ3ẏ

avec γ1 = α1 +α2, γ2 = α2.Vm et γ3 = Vm.

Nous verrons que ce polynôme a des propriétés très intéressantes pour mener des études sur les para-
mètres. Toutefois, pour obtenir de telles relations, les manipulations à la main peuvent être difficiles. L’algo-
rithme de Rosenfeld-Groebner implémenté dans le package DifferentialAlgebra de Maple permet de le retrouver
(voir [20, 22]). Par exemple, notons θ = (α1,α2,Vm)T . Considérons l’ordre d’élimination [θ] ≺ [y] ≺ [x1,x2]
(θ est considéré comme une variable de dérivées nulles) 2. L’ordre d’élimination choisi consiste à éliminer les
variables x1, x2 et leurs dérivées au profit de y (et de ses dérivées) puis de θ. À partir de cet ordre d’élimina-
tion, l’algorithme de Rosenfeld-Groebner triangularise le système d’équations (2.2) en utilisant les opérations
d’addition, de soustraction, de multiplication et de dérivation. Dans notre exemple, il renvoie en particulier les
deux listes suivantes :

L1 := {−α2x2 +α2y+ ẋ2,x1−y,Vmy+yẏ+ ẏ,α1}

et

L2 := {x1−y,α1x2y−α1y
2−Vmx1 +α1x2−α1y+(−y−1)ẏ,

−Vmα1α2y
2 +α2

1y
2ẏ−α1α2y

2ẏ−Vmα1α2y+2α2
1yẏ−2α1α2yẏ+α1y

2ÿ+Vmα1ẏ

+α2
1ẏ−α1α2ẏ+2α1yÿ+α1ÿ}.

(2.3)

La liste L1 est le cas particulier où α1 = 0 tandis que la liste L2 est le cas général. En factorisant la dernière
relation de L2, on retrouve le polynôme P .

De façon générale, étant donné l’ordre d’élimination [θ]≺ [y,u]≺ [x] appliqué au système (2.1), l’algorithme
divise le système initial en plusieurs sous-systèmes formés d’équations et d’inéquations. L’union de ces systèmes
est encore appelée chaîne régulière. Les solutions de chacun de ces sous-systèmes sont solutions du système (2.1)
et seulement l’un d’entre eux est le cas général, les autres étant des solutions particulières. Ainsi, l’ensemble
solution du système initial est l’union de l’ensemble des solutions de tous les sous-systèmes. Le cas général est
de la forme [62]

C(θ) = {θ̇1, . . . , θ̇q,P1(y,u,θ), . . . ,Pm(y,u,θ),Q1(x,y,u,θ), . . . ,Qn(x,y,u,θ)}

où, pour i = 1, . . . ,m, le leader du polynôme Pi, c’est à dire la variable dont l’ordre de dérivation est le plus
élevé, est yi.

2. Un classement < désigne un ordre total sur l’ensemble des dérivées et le bloc [v], où v est une variable, signifie que v et ses
dérivées sont ordonnées par le classement < de la façon suivante v < v̇ < v̈ < . . .. Le symbole ≺ indique quant à lui un classement
entre les blocs dans le sens "classement inférieur à" entre deux blocs.
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Sous certaines conditions techniques presque toujours vérifiées [62], le polynôme Pi appelé polynôme
Entrée-Sortie (ES) peut s’écrire sous la forme :

Pi(y,u,θ) =mi,0(y,u)+
di∑
j=1

γi,j(θ)mi,j(y,u) et tel que Pi(y,u,θ) = 0. (2.4)

Les γi,j(θ) pour j = 1, . . . ,di sont rationnels en θ et tels que γi,a ̸= γi,b (a ̸= b). (mi,j(y,u))1≤j≤di est une suite
de polynômes différentiels en y et u. Enfin, mi,0 vérifie mi,0 ̸= 0.
Dans [62], les auteurs ont montré qu’il y a autant de polynômes ES que de sorties du modèle. Par la suite, pour
simplifier les notations, nous considérerons qu’il n’y a qu’une sortie pour le modèle et donc un seul polynôme
ES. L’indice i dans (2.4) sera omis.

Remarque 1. Contrairement à d’autres auteurs [53, 225, 125], nous avons choisi ces polynômes plutôt que
ceux obtenus à partir de l’algorithme de Ritt (voir [125] pour plus de détails). En effet, ces derniers requièrent
beaucoup plus de manipulations des équations du modèle. Ainsi, les relations obtenues sont plus complexes en
terme de nombre d’expression et l’ordre de dérivation plus élevé.

2.2 Premières définitions de l’identifiabilité
De manière générale, j’ai adopté les définitions classiques suivantes [8, 136, 138, 196] :

Définition 1. 1. Soit θ ∈ D un vecteur de paramètres. Si il existe un contrôle u tel que le système d’équa-
tions y(t,θ) = y(t, θ̃), avec θ̃ ∈ D, possède
— seulement une solution θ = θ̃, le vecteur de paramètres θ est dit globalement identifiable,
— un nombre fini de solutions distinctes alors θ est dit localement identifiable,
— une infinité de solutions alors θ est dit non identifiable.

2. Une composante θi de θ est globalement identifiable si pour tout θ̃ ∈ D tel que y(t,θ) = y(t, θ̃) implique
que θi = θ̃i.

3. Le modèle (2.1) est dit globalement identifiable si toutes les composantes du vecteur de paramètres θ sont
globalement identifiables.

Pour tester cette propriété, il est possible de se ramener à une étude d’injectivité sur les coefficients du
polynôme ES (2.4), le résultat est le suivant et se trouve dans [62] :

Proposition 1. Supposons que le déterminant fonctionnel ∆P (y,u) = det(mj(y,u), j = 1, . . . ,d) n’est pas iden-
tiquement nul 3. Le modèle (2.4) est globalement identifiable si et seulement si la fonction

ϕ : D −→ Rd

θ 7−→ (γj(θ))1≤j≤d (2.5)

est injective.

Remarque 2. 1. Dans la première version de la méthode décrite dans [62], les conditions initiales n’étaient
pas considérées. Elles ont été intégrées par la suite démontrant leur rôle sur les résultats d’identifiabilité
([61, 178, 196]).

2. Plusieurs approches ont été proposées pour résoudre le système réel ϕ(θ) = ϕ(θ̃) [12, 62, 177, 196] comme
l’utilisation des bases de Groebner. Toutefois, celles-ci ne permettent pas de considérer d’éventuelles
inégalités vérifiées par les paramètres.

3. Si il y a M observations (M ≥ 1) donc M polynômes ES alors pour chaque polynôme différentiel dont le
déterminant fonctionnel est non identiquement nul, ses coefficients peuvent être ajoutés à l’image de la
fonction ϕ.

4. La suite (γj(θ))1≤j≤d est également appelée résumé exhaustif.

Souhaitant répondre à des questions plus précises sur la structure du modèle, je me suis intéressée à la
généralisation des définitions classiques d’identifiabilité ainsi qu’au développement des méthodes associées.

3. Cette hypothèse consiste à vérifier l’indépendance linéaire des mj(y,u), j = 1, . . . ,d en vérifiant que le déterminant fonctionnel
calculé à partir du Wronskien est non identiquement nul. Dans le cadre de l’algèbre différentielle, cette condition consiste à vérifier
qu’il n’est pas dans l’idéal obtenu après l’élimination des variables d’état. En pratique, cette condition peut-être vérifiée grâce au
package Differential-Algebra de Maple.
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2.3 Identifiabilité relative
La définition d’identifiabilité relative que nous avons proposée est apparue naturellement en étudiant des

systèmes dynamiques non identifiables.

Exemple 2.3.1. Considérons le modèle de croissance microbienne dans un réacteur étudié dans les articles
[37, 74] auquel est ajouté le facteur de maintenance m. Celui-ci correspond à la masse de substrat qu’une unité
de biomasse consomme en une seule unité de temps. Le modèle dynamique pour le processus de croissance est
gouverné par les deux équations suivantes :

ẋ(t) = µs(t)x(t)
KS +s(t) −mY x(t),

ṡ(t) = −µs(t)x(t)
Y (KS +s(t)) ,

(2.6)

où x est la concentration de micro-organismes, s la concentration de substrat limitant la croissance, µ la vitesse
maximale de réaction, KS la constante de Michaelis-Menten et Y le coefficient de rendement. Étant donné la
nature des paramètres, µ, KS, m et Y sont supposés être des réels positifs. Comme il est plus facile de mesurer
x(t) que s(t) à l’intérieur du réacteur, la sortie mesurée est supposée être y := x. Le modèle étudié dans [37]
est un cas particulier de (2.6) en posant Kd =mY .
Ce modèle n’est pas identifiable à partir de la seule mesure de concentration de microorganismes. En effet, l’algo-
rithme de Rosenfeld-Groebner appliqué à ce système avec l’ordre d’élimination [θ]≺ [y]≺ [x,s], θ := (µ,KS ,m,Y )
retourne le polynôme ES suivant :

P (y) := (Y 3m3−2Y 2m2µ+Y mµ2)y3 +(3Y 2m2−4Y mµ+µ2)y2ẏ

+µKSY (yÿ− ẏ2)+(3Y m−2µ)yẏ2 + ẏ3 = 0.

Le déterminant fonctionnel det(P (y)) = det(y3,y3ẏ,yÿ− ẏ2,yẏ2) est non nul et la fonction ϕ : θ= (µ,KS ,m,Y ) 7→
(Y 3m3− 2Y 2m2µ+Y mµ2, 3Y 2m2− 4Y mµ+µ2, µKSY, 3Y m− 2µ) n’est pas injective. Donc, d’après la pro-
position 1, le modèle n’est pas identifiable.

Sur ce simple modèle, plusieurs questions viennent naturellement :
— étant donné la non identifiabilité du modèle, quels paramètres doit-on déterminer pour obtenir l’identi-

fiabilité de paramètres significatifs non directement mesurables, voir l’identifiabilité de tout le système ?
— Quels rôles peuvent avoir les contraintes sur les résultats d’identifiabilité des paramètres ?
— Comment intégrer naturellement ces contraintes ainsi que les conditions initiales dans l’étude d’identi-

fiabilité ?
En ce qui concerne la première question, les modèles construits dans le cadre de la biologie peuvent contenir

des paramètres significatifs et importants pour l’expérimentateur. Leur estimation expérimentale représente
parfois un coût financier non négligeable et si le modèle n’est pas identifiable, leur valeur estimée à partir
du modèle n’est pas garantie. Dans ce cas de figure, il est courant de chercher et d’utiliser des combinaisons
identifiables de paramètres à travers des approches numériques/statistiques ([27, 44, 72, 134, 213]), des méthodes
symboliques-numériques ([41, 45]) et des approches algébriques ([6, 38, 62, 74, 75, 136, 137, 138, 139, 140, 196])
pour re-paramétriser le modèle initial et ainsi obtenir un modèle identifiable. Toutefois, cette re-paramétrisation
introduit des paramètres qui n’ont plus de sens physique ou biologique conduisant à un modèle dont les résultats
sont plus difficilement interprétables. Or, l’estimation de certains paramètres ou l’ajout de contraintes peuvent
permettre d’avoir l’identifiabilité du modèle initial. C’est dans la perspective de laisser à l’expérimentateur
le meilleur choix de stratégie que nous avons proposé la notion d’identifiabilité relative. Cette définition a
conduit au développement d’un algorithme dont le résultat est un arbre donnant les paramètres clés pour avoir
l’identifiabilité de certains paramètres voir du modèle complet.

La première contribution de ce travail est théorique. Comme l’identifiabilité d’un paramètre peut dépendre
de l’identifiabilité d’autres paramètres, nous avons étendu la définition classique d’identifiabilité et introduit la
notion d’identifiabilité relative, c’est à dire l’identifiabilité d’un paramètre donné quand d’autres sont supposés
connus. Nous avons ensuite généralisé un résultat donné dans [61]. Ce résultat lie les trajectoires de sorties et
les solutions de systèmes algébriques construits à partir des polynômes ES. Plus précisément, nous avons établi
l’équivalence entre l’identifiabilité relative d’un paramètre et l’ensemble solution d’un système d’équations et/ou
d’inéquations qui doit être vide. Cet ensemble solution peut être testé grâce à des logiciels de calcul algébrique.
Cette approche théorique a permis d’obtenir une approche automatisée pour étudier l’identifiabilité (relative)
des paramètres d’un modèle.

La seconde contribution est un algorithme basé sur cette équivalence et dont le résultat est un arbre. Sa
construction se fait à partir d’outils semi-algébriques. Ces derniers, implémentés dans des logiciels de calcul
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formel, n’ont pas encore été utilisés jusqu’à présent pour certifier l’identifiabilité structurelle de modèles dyna-
miques. Il permet d’intégrer les conditions initiales et les contraintes sur les paramètres. L’algorithme retourne
un ensemble de listes, chacune d’entre elle donnant un ensemble de paramètres clés pour obtenir l’identifiabilité
d’un ou des paramètres du modèle. Notre algorithme peut prendre en compte le domaine de définition des
paramètres et des relations algébriques provenant par exemple des conditions initiales. Le résultat théorique
obtenu sur l’équivalence assure que l’ensemble des listes fournies par notre algorithme est exhaustive pour le
modèle considéré.

Dans beaucoup de modèles, il est naturel de considérer un sous-ensemble C de l’ensemble admissible des
paramètres D. En effet, due à la signification même des paramètres, des conditions initiales ou pour assurer
l’existence de solutions, des contraintes supplémentaires doivent être considérées. Par exemple, dans les études
de chaînes trophiques, le nombre de proies mangées par les prédateurs ne peut pas être plus grand que la
population totale de proies et en mécanique, une masse ne peut pas être négative. Pour voir comment intégrer
ces contraintes qui apparaissent naturellement quand on étudie un problème, je vais rappeler la notion d’ensemble
semi-algébrique qui sera à la base du travail présenté dans cette partie.

2.3.1 Ensembles semi-algébriques
Par la suite, nous supposons que les contraintes sur le vecteur de paramètres θ peuvent être formulées à l’aide

d’équations et/ou d’inégalités algébriques. La définition d’un ensemble semi-algébrique est la suivante (cf [10]) :

Définition 2. Un ensemble de solutions réelles d’un ensemble fini d’équations polynômiales et/ou d’inégalités
polynômiales est appelé ensemble semi-algébrique.

L’introduction d’ensembles semi-algébriques permet d’utiliser les librairies de calculs formels comme la librai-
rie Raglib de Maple [73] ou la librairie SemiAlgebraicSetTools [26, 39, 218]. Une introduction sur la façon de ré-
soudre des systèmes semi-algbriques à l’aide Maple est disponible à l’adresse suivante
https ://www.csd.uwo.ca/ mmorenom/Publications/cdlmpxxx.pdf.

Dans la suite de cette partie, on suppose que :
— C(θ) est l’ensemble des équations et inéquations algébriques vérifiées par les composantes du vecteur de

paramètres θ ∈ D du modèle ;
— l’ensemble C est un ensemble semi-algébrique defini par C(θ).

Exemple 2.3.2. Ainsi, pour l’exemple 2.3.1, nous pouvons prendre C(θ) = {µ > 0,KS > 0,m > 0,Y > 0}.

La définition de l’identifiabilité relative d’un paramètre particulier par rapport à d’autres paramètres iden-
tifiables (éventuellement aucun) est la suivante :

Définition 3. 1. Le paramètre θar+1 est dit relativement identifiable par rapport à l’ensemble de paramètres
{θa1 , . . . ,θar} si il existe un contrôle u tel que, pour tout θ̃= (θ̃1, . . . , θ̃q)∈D dont les composantes vérifient
θ̃a1 = θa1 , . . . , θ̃ar = θar , l’équation y(t,θ) = y(t, θ̃) implique θar+1 = θ̃ar+1 .

2. L’étude de l’identifiabilité relative du système (2.1) est la détermination de l’identifiabilité relative de
chaque paramètre par rapport à chaque ensemble de paramètres construit à partir de l’ensemble {θ1, . . . ,θq}.

Par définition, θar+1 n’est pas relativement identifiable par rapport à l’ensemble de paramètres {θa1 , . . . ,θar}
(resp. pas identifiable) si, pour tout contrôle u, il existe θ̃ = (θ̃1, . . . , θ̃q) ∈ D dont les composantes satisfont
θ̃a1 = θa1 , . . . , θ̃ar = θar , θar+1 ̸= θ̃ar+1 et y(t,θ) = y(t, θ̃).

Cette définition apparaît naturellement quand on souhaite déterminer quels paramètres doivent être estimés
pour obtenir des paramètres identifiables et éventuellement l’identifiabilité du modèle.

Remarque 3. 1. On retrouve la définition classique de l’identifiabilité structurelle lorsque le paramètre
θar+1 est relativement identifiable par rapport à l’ensemble vide des paramètres. Par conséquent, l’iden-
tifiabilité du système (2.1) est un cas particuler de l’identifiabilité relative par rapport à toutes les com-
posantes de θ.

2. Les définitions 1 et 3 peuvent être étendues à des définitions locales en imposant que θ̃ appartient à un
voisinage ν(θ)⊂D de θ plutôt que D.

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition 3.

Proposition 2. Si θi est relativement identifiable par rapport à l’ensemble éventuellement vide P ⊂ {θ1, . . . ,θq}
alors θi est relativement identifiable par rapport à tout sous-ensemble de {θ1, . . . ,θq} contenant P.
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Nous allons désormais voir comment réduire l’étude de l’identifiabilité relative à un problème d’ensemble
semi-algébrique.

Pour prendre en compte les conditions initiales et/ou les contraintes supplémentaires sur les paramètres, le
domaine de définition de la fonction ϕ (voir (2.5)) est le sous-ensemble C de D. La proposition suivante donne
le lien entre l’identifiabilité relative et le résumé exhaustif.

Proposition 3. Le paramètre θar+1 est relativement identifiable par rapport à l’ensemble éventuellement vide
des paramètres {θa1 , . . . ,θar} si et seulement si, pour tout θ = (θj)j=1,...,q ∈ Rq et θ̃ = (θ̃j)j=1,...,q ∈ Rq :

θ ∈ C

θ̃ ∈ C

θa1 = θ̃a1
...

θar = θ̃ar

ϕ(θ) = ϕ(θ̃)

⇒ θar+1 = θ̃ar+1 (2.7)

Remarque 4. La proposition 3 peut-être étendue à une version locale en supposant que θ̃ appartient à un
voisinage semi-algébrique Vθ de θ.

Le but de ce qui va suivre est de proposer une procédure automatique basée sur les outils semi-algébriques
pour prouver l’implication (2.7) incluant les contraintes sur les paramètres.

Du système composant le membre de gauche dans l’implication (2.7), on obtient un système composé d’équa-
tions polynômiales et d’inégalités définissant un ensemble semi-algébrique. En effet, C est supposé être un
ensemble semi-algébrique et le système ci,j(θ) = ci,j(θ̃), i = 1, . . . ,s, j = 1, . . . ,di est équivalent à un système
algébrique dont les inéquations polynômiales correspondent aux dénominateurs du système. Ces inéquations
polynômiales sont alors rajoutées à C(θ) et C(θ̃).

Soit θ = (θ1, . . . ,θq) ∈ Rq, θ̃ = (θ̃1, . . . , θ̃q) ∈ Rq et 0≤ r ≤ q. Notons :

Sθa1 ,...,θar
= C(θ) ∪ C(θ̃) ∪ {θai = θ̃ai | 1≤ i≤ r}∪ {ci,j(θ) = ci,j(θ̃) | 1≤ i≤ s, 1≤ j ≤ ni} .

Le corollaire suivant est basé sur un outil classique en calcul formel : l’astuce de Rabinowitsch ([10, 168]).
Pour montrer que le système algébrique admet une solution u ̸= 0 où u est une des indéterminée, il suffit d’ajouter
l’équation uv−1 = 0 au système, où v est une nouvelle indeterminée, et de prouver que le nouveau système a
une solution. Il est ensuite possible de tester si les ensembles semi-algébriques sont vides.

Corollaire 1. Soit (θ1, . . . ,θq) et (θ̃1, . . . , θ̃q) dans C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. le paramètre θar+1 du système (2.1) est relativement identifiable par rapport à un ensemble éventuellement

vide de paramètres {θa1 , . . . ,θar} ;
2. le système Sθa1 ,...,θar

∪
{
v
(
θar+1 − θ̃ar+1

)
−1 = 0

}
, où v est une nouvelle variable n’a aucune solution

réelle (θa1 , . . . ,θaq , θ̃a1 , . . . , θ̃aq ,v) ∈ R2q+1.

Remarque 5. De la même façon qu’à la proposition 3, le corollaire 1 peut-être étendu à une version locale en
substituant C(θ̃) par C(θ̃)∪Vθ dans le corollaire où Vθ a été défini dans la remarque 4.

2.3.2 L’algorithme IdentifiabilityTree
2.3.2.1 Concepts utiles

Notation 1. [θa1 , . . . ,θar ] est la liste 4 de r éléments distincts (1≤ r ≤ q) pris parmi {θ1, . . . ,θq}.

Définition 4. 1. Soit [θa1 , . . . ,θar ] une liste de r éléments distincts de l’ensemble {θ1, . . . ,θq}.
La liste vide et toute liste [θa1 , . . . ,θai ] (1≤ i≤ r−1) sont appelées préfixe de [θa1 , . . . ,θar ].

2. Soit l1 et l2 deux listes. La liste concaténée l1 cat l2 est la liste obtenue en regroupant les deux listes l1
et l2 l’une à la suite de l’autre.

Pour pouvoir distinguer les paramètres identifiables et les non identifiables dans la liste, la notation suivante
a été introduite.

4. En calcul formel, une liste est une suite finie d’éléments.
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Notation 2. Soit l = [θa1 , . . . ,θar ] une liste de r éléments pris dans l’ensemble {θ1, . . . ,θq}.
Si le paramètre θa1 n’est pas identifiable, il sera noté �θa1 dans la liste l.
Plus généralement, si θai (2 ≤ i ≤ r) n’est pas relativement identifiable par rapport à {θa1 , . . . ,θai−1}, nous

le noterons �θai dans l.

Exemple 2.3.3. Pour l’exemple 2.3.1 avec C(θ) = {µ > 0,KS > 0,m > 0,Y > 0}, la liste [µ,��KS ,Y,m] a été
obtenue. Cette liste signifie entre autre que

— µ est identifiable mais pas KS,
— KS n’est pas relativement identifiable par rapport à l’ensemble {µ}, c’est à dire que l’identifiabilité de µ

et la résolution de ϕ(θ) = ϕ(θ̃) n’implique pas l’identifiabilité de KS,
— Y est relativement identifiable par rapport à l’ensemble {µ,KS} lorsque KS est identifiable : l’identifia-

bilité de µ et KS implique l’identifiabilité de Y et m.
Notons également que la liste [µ,��KS ] est un préfixe de la liste [µ,��KS ,Y ] par exemple.

Par la suite, pour alléger les notations, un paramètre sera dit relativement identifiable par rapport à une
liste de paramètres s’il est identifiable par rapport à l’ensemble correspondant de paramètres.

L’algorithme développé est un arbre de décision basé sur l’utilisation de listes de paramètres. L’avantage
de ce type d’algorithme est qu’il évite un grand nombre de tests sur les ensembles semi-algébriques manipulés.
Il construit toutes les listes possibles formées des θ1, . . . ,θm en indiquant les paramètres non identifiables des
listes.
Définissons d’abord la notion d’arbre d’identifiabilité qui sera la sortie de l’algorithme.

Définition 5. L’arbre d’identifiabilité T de (2.1) est l’ensemble de toutes les listes possibles de paramètres pris
parmi {θ1, . . . ,θq} tels que, pour toute liste b ∈ T et tout préfixe p de b, p est suivi dans b par un paramètre
identifiable par rapport à p si il en existe un.

Si les listes de T ont un préfixe en commun, les tests fait sur ce préfixe ne seront fait qu’une seule fois. De
plus pour éviter des tests inutiles, les deux remarques suivantes sont utilisées dans l’algorithme.

Remarque A (Conséquence de la proposition 2) Si un préfixe p de la liste T est suivie par des paramètres
identifiables, ces paramètres peuvent être permutés dans cette liste puisqu’ils réfèrent à la même information :
chacun d’entre eux est relativement identifiable par rapport à p.

Remarque B Si des listes complétant un préfixe donné p1 en éléments de T sont connues, ces listes com-
plètent n’importe quelle permutation de p1 en éléments de T .

Exemple 2.3.4. Toujours avec l’exemple 2.3.1 avec C(θ) = {µ> 0,KS > 0,m> 0,Y > 0} et la liste [µ,��KS ,Y,m],
la remarque A implique que comme dans la liste, KS est suivi des deux paramètres identifiables Y et m, l’algo-
rithme ne testera qu’une fois l’identifiabilité relative de Y et m par rapport à la liste [µ,��KS ].
En ce qui concerne la remarque B, p1 = [µ,��KS ] est un préfixe de la liste [µ,��KS ,Y,m]. Si la liste [��KS ,µ] apparaît
au cours de l’algorithme, il ajoutera directement la liste [��KS ,µ,Y,m] à T .

Ainsi, l’identifiabilité relative d’un paramètre par rapport à un préfixe p dépend seulement de l’ensemble des
paramètres apparaissant dans p.
Cette dernière remarque conduit naturellement à un arbre transversal pré-ordonné [89], ce qui permet de com-
pléter des préfixes avec des listes de T déjà calculées. De cette façon, des tests d’ensemble vide peuvent être
évités diminuant le coût global du calcul de T .

2.3.2.2 Algorithme IdentifiabilityTree

Rappelons que les tests d’identifiabilité sont réalisés en appliquant le corollaire 1. Pour tester l’identifiabi-
lité relative de θar+1 par rapport à un ensemble {θa1 . . . ,θar}, on teste l’existence d’une solution non nulle d’un
système composé d’équations polynômiales et d’inégalités construites à partir de la fonction ϕ, des contraintes
des paramètres et des conditions initiales.

L’algorithme IdentifiabilityTree est un algorithme récursif qui prend en entrée un préfixe p d’une liste de T
et calcule toutes les listes de T admettant p comme préfixe, initialement p = []. Les listes de T produites par
l’algorithme sont stockées dans l’ensemble T ′ initialement vide.
Durant les appels récursifs, le préfixe p est complété d’abord avec tous les paramètres identifiables par rapport
à p (l’ordre n’a pas d’importance d’après la remarque A), ensuite par chaque paramètre non identifiable. Les
préfixes ainsi construits sont alors complétés par des appels récursifs de l’algorithme. Quand c’est possible, la
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remarque B est utilisée pour compléter les préfixes de T ′.
Les étapes de l’algorithme sont résumées ci-dessous :

IdentifiabilityTree (p)

1. Tant qu’il existe des paramètres identifiables par rapport à p faire
1.1 Compléter p avec un paramètre identifiable θν ;
1.2 Vérifier si la remarque B peut être appliquée pour compléter p cat [θ] en de nouvelles listes de l’arbre

d’identifiabilité. Si c’est le cas, ajouter ces nouvelles listes à T ′, arrêter cette boucle Tant que et ne pas faire
l’étape 2.

2. Si il existe des paramètres non identifiables par rapport à p, pour chacun de ces paramètres, faire
2.1 Compléter p avec un paramètre non identifiable �θ ;
2.2 Si la remarque B peut-être appliquée pour compléter p cat [�θ] avec de nouvelles listes de l’arbre

d’identifiabilité, ajouter ces nouvelles listes à T ′. Sinon, faire un rappel récursif de l’algorithme avec p cat [�θ]
comme entrée.

La proposition suivante donne la complexité de l’algorithme.

Proposition 4 (Complexité). Le nombre de tests effectués par l’algorithme pour vérifier que les ensembles
semi-algébriques sont vides est borné par (2q−ν+2)2ν−1 où m (resp. ν) est le nombre de paramètres (resp. de
paramètres non identifiables) du système (2.1).

2.3.3 Croissance microbienne dans un réacteur
Reprenons l’exemple (2.3.1) sur la croissance de micro-organismes dans un réacteur. L’algorithme Identifia-

bilityTree retourne avec C(θ) = {µ > 0,Ks > 0,m > 0,Y > 0} l’arbre complet donné à la figure 2.1.

Figure 2.1 – Arbre transversal retouné par l’Algorithm IdentifiabilityTree

La sortie de l’algorithme est T = {[µ,��KS ,Y,m], [µ,��Y ,KS ,m], [µ,��m,KS ,Y ]}. Ces listes montrent que µ est
identifiable et qu’aucun des autres paramètres n’est identifiable. Remarquons que si un des paramètres parmi
KS , m ou Y est connu alors le système est identifiable.
Remarque 6. 1. Dans cet exemple, le rôle des contraintes imposées sur les paramètres joue un rôle crucial

pour établir l’identifiabilité du système (2.3.1). En effet, si les contraintes C(θ) ne sont pas considérées,
i.e. si C(θ) = ∅, l’algorithme renvoie

T = {[µ,��KS ,�Y ,�m], [µ,��KS ,�m,�Y ], [µ,�Y ,��KS ,�m], [µ,�Y ,�m,��KS ], [µ,�m,��KS ,�Y ], [µ,�m,�Y ,��KS ]} .

Contrairement à la situation précédente, les trois paramètres doivent être identifiés pour que le modèle
soit identifiable.

2. Pour évaluer le rôle crucial des conditions initiales, introduisons les nouveaux paramètres inconnus x0, s0,
xp0, sp0 correspondant respectivement à x(0), s(0), ẋ(0), ṡ(0) et ajoutons à C(θ) les équations obtenues
à partir du système (2.6) évaluées en t= 0.
Le calcul de T montre que dans toutes les listes, le paramètre µ est identifiable et que
— soit deux paramètres parmi x0, s0, sp0, xp0 ne sont pas identifiables et exactement un parmi Ks, Y ,

m ne l’est pas,
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— soit trois paramètres parmi x0, s0, sp0, xp0 ne sont pas identifiables.
La sortie de l’algorithme donne ainsi les choix possibles sur les paramètres du modèle pour obtenir l’iden-
tifiabilité de chacun des paramètres.

3. De la même façon, sans considérer les conditions initiales, mais en supposant que les sorties x et s sont
observées, l’arbre d’identifiabilité est réduit à {[KS ,Y,m,µ]}. Ce qui signifie que le modèle est identifiable.

4. Les auteurs des articles [37, 74] ont prouvé que dans le cas Kd =mY , les paramètres et les combinaisons
de paramètres x(0), KdmY , s(0)/Y , s(0)/Ks sont identifiables, alors que les paramètres pris individuel-
lement m, Y , s(0), Ks ne sont pas identifiables. De plus, en utilisant les combinaisons de paramètres, ils
en ont déduits que si s(0) ou Ks sont connus alors tous les paramètres sont identifiables. L’algorithme
IdentifiabilityTree nous donne directement le résultat de façon automatique.

2.3.4 Le modèle de la transmission du chikungunya
Le second exemple concerne un modèle épidémiologique décrivant la transmission du chikungunya à l’homme.

Il est repris de l’article [145] et est intéressant de part ses non linéarités et son nombre de paramètres.
Le système est composé de deux sous-systèmes. Le premier décrit l’évolution des trois états biologiques du cycle
de vie du moustique quant au deuxième sous-système, construit à partir d’un modèle de population, il décrit la
transmission du virus du chikungunya entre la population du moustique et la population humaine. Un humain
est infecté lorsqu’un moustique infecté le pique et un moustique est infecté lorsqu’il pique un humain infecté.
Ce modèle suppose qu’il n’y a pas de transmission verticale pour les moustiques et les hommes, c’est à dire qu’il
n’y a pas de transmission aux générations futures. Le modèle ré-écrit en terme de densité est le suivant :




E′(t) = bA(t)

(
1− E(t)

KE

)
− (s+d)E(t)

L′(t) = sE(t)
(

1− L(t)
KL

)
− (sL+dL)L(t)

A′(t) = sLL(t)−dmA(t)

(a)


S′
H(t) =−(bH +βHIm(t))SH(t)+ bH

I ′
H(t) = βHIm(t)SH(t)− (γ+ bH)IH(t)

I ′
m(t) =−

(
sL
L(t)
A(t) +βmIH(t)

)
Im(t)+βmIH(t)

(b)

(2.8)

Dans le système (2.8)(a), E est le nombre d’oeufs, L le nombre de larves et A est le nombre d’adultes
femelles. En effet, seules les moustiques femelles transmettent la maladie. SH correspond au nombre d’humains
susceptibles d’être infectés, IH au nombre d’humains infectés et Im au nombre de moustiques infectés.

Le vecteur de paramètres inconnus est θ = (kE ,kL, bH ,βH ,βm,dL,dm,γ,b,d,s,sL) où
— b est le taux de ponte intrinsèque des femelles, s (resp. sL) est le taux de transfert de E à L (resp. de L

à A) ;
— KE et KL sont les capacité d’accueil du gîte en oeufs et en larves respectivement ;
— d, dL et dm sont les taux de mortalités des oeufs, des larves et des adultes respectivement ;
— bH est le taux de natalité ;
— γ est le taux de transfert des infectés vers les immunisés ;
— βH (resp. βm) est le taux de contact infectieux entre humains susceptibles et vecteurs (resp. moustiques

susceptibles et humains).
Naturellement, les paramètres réels du système (2.8) sont supposés positifs ce qui conduit à considérer l’ensemble
C(θ) = {bH > 0, βH > 0, γ > 0, sL > 0, βm > 0, d > 0, dL > 0, dM > 0, b > 0, s > 0, KE > 0, KL > 0, bH > 0}. Par
la suite, nous supposons qu’aucun des 12 paramètres est connu.

Le système est défini sur ∆×Ω où

∆ =

(E(t),L(t),A(t)) ∈ (R+)3 | ∀t ∈ [0,+∞),

0≤ E(t)≤KE
0≤ L(t)≤KL
0≤A(t)≤ sL

dm
KL

 (2.9)

et

Ω =

(SH(t), IH(t), Im(t)) ∈ (R+)3 | ∀t ∈ [0,+∞),
0≤ SH(t)+ IH(t)≤ 1

0≤ Im(t)≤ 1

 . (2.10)
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{[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �kE , d, s, �b, dL, sL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �kE , d, s, �dL, b, sL],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �kE , d, s, �sL, b, dL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �b, �kE , d, dL, s, sL],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �b, �d, KE , dL, s, sL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �b, �dL, KE , d, s, sL],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �b, �s, KE , d, dL, sL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �b, �sL, KE , d, dL, s],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �d, KE , s, �b, dL, sL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �d, KE , s, �dL, b, sL],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �d, KE , s, �sL, b, dL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �dL, sl, �kE , b, d, s],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �dL, sL, �b, KE , d, s], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �dL, sL, �d, KE , b, s],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �dL, sL, �s, KE , b, d], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �s, KE , d, �b, dL, sL],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �s, KE , d, �dL, b, sL], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �s, KE , d, �sL, b, dL],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �sL, dL, �kE , b, d, s], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �sL, dL, �b, KE , d, s],

[KL, bH , βH , βm, dm, γ, �sL, dL, �d, KE , b, s], [KL, bH , βH , βm, dm, γ, �sL, dL, �s, KE , b, d]}

Table 2.1 – Ensemble des listes fournies par l’algorithme IdentifiabilityTree

L’analyse de stabilité est détaillée dans [145].

Les biologistes, en plaçant des pièges dans lesquels les femelles vont pondre peuvent avoir une estimation
de l’évolution du nombre de larves de moustiques chaque semaine. Ensuite, lors d’épidémies importantes, les
personnels de santé remontent le nombre d’infectés aux instances nationales. C’est pourquoi, nous avons supposé
que les sorties du modèle sont le nombre de larves y1 := L, le nombre d’humains susceptibles d’être infectés
y2 := SH et le nombre d’humains infectés y3 := IH .

Dans le but d’appliquer l’algorithme de Rosenfeld-Groebner au système (2.8), la dernière équation de (2.8)(b)
est multipliée par la fonction A. Cet algorithme avec l’ordre d’élimination [y1,y2,y3] ≺ [SH , IH ,L,IM ,E,A]
retourne trois équations différentielles liant les paramètres inconnus et les fonctions y1, y2, y3. L’une de ces
équations n’a pas de coefficient constant cij et par conséquent, ses coefficients ne peuvent être estimées qu’à une
constante multiplicative près à partir de données expérimentales (voir [196]). Cette équation est alors divisée
par un de ses coefficients non nul, KEKL, pour obtenir un polynôme de la forme (2.4).

Remarque 7. Dans [196], il a été montré que sous certaines conditions techniques, nous retrouvions les
mêmes polynômes ES avec l’ordre d’élimination [y1,y2,y3]≺ [SH , IH ,L,IM ,E,A] et l’ordre d’élimination [θ]≺
[y1,y2,y3] ≺ [SH , IH ,L,IM ,E,A]. L’avantage du premier est qu’il est plus rapide et aboutit plus facilement
lorsque le système présente plusieurs non linéarités. En effet, moins de variables sont manipulées.

À partir de ces polynômes ES écrits sous la forme (2.4), nous avons obtenu un résumé exhaustif contenant 74
polynômes algébriques dépendant des paramètres. Notre algorithme a été appliqué au système obtenu à partir
de C(θ) et la fonction ϕ. Malgré les coûts de calcul, la taille du résumé exhaustif et donc le nombre d’expressions
algébriques, l’algorithme a fourni l’arbre d’identifiabilité. Il a retourné l’ensemble donné à la table 2.1 5.

Pour les sorties considérées, y1, y2 et y3, l’ensemble des listes montre que KL, bH ,βH ,βM ,dm,γ sont iden-
tifiables. De plus, il indique quelles autres paires de paramètres doivent être estimées pour obtenir un modèle
identifiable. Beaucoup d’autres informations peuvent être extraites de ces listes. Par exemple, si un expérimen-
tateur veut estimer le paramètre non identifiable KE à partir des données expérimentales, il doit estimer soit d
soit s.

2.4 Estimation de paramètres à partir des polynômes ES
L’estimation des paramètres est généralement effectuée en optimisant une fonction objectif sur l’espace des

paramètres [110, 210]. Or, la plupart des méthodes d’optimisation qui sont raisonnables en temps nécessitent
une première estimation. Elle peut être obtenue soit par des tests dans le domaine industriel, soit par une
procédure numérique basée sur des mesures [21, 63, 126, 181, 196]. La qualité de cette première estimation

5. Le temps de calcul pour obtenir l’arbre d’identifiabilité est de 1634 s avec un Intel(R) Core(TM) i7 2.5 GHz processor avec 8
GO de RAM.
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initiale garantit que le processus d’optimisation prendra un temps raisonnable et ne convergera pas vers une
solution locale irréaliste. Il est possible d’obtenir cette première estimation à partir des relations polynômiales.
Par exemple, les auteurs de [181] utilisent les intégrales itératives dans le domaine des fréquences alors que [126]
exploite les fonctions de modulation mais sur des exemples de modèles très simples.

Toutes ces méthodes utilisent de façon avantageuse les propriétés de l’intégrale. En effet, dans la plupart
des cas, leur utilisation permet de diminuer l’ordre des dérivées dans les relations différentielles. L’estimation
des dérivées surtout à partir du degré 3 est un problème mal posé. Les intégrales atténuent également l’effet de
certains bruits [81, 195]. Enfin, elles permettent d’intégrer les conditions initiales apportant ainsi de l’information
au problème d’optimisation à résoudre.

Dans [203], nous avons proposé une méthode basée sur l’utilisation des distributions. Dans cet article, nous
avons défini un cadre rigoureux en étudiant les erreurs dues à la méthode, au choix de la méthode d’intégration
et au bruit. Les erreurs que nous avons obtenues dépendent du choix des fonctions tests et de leur support. Ce
travail théorique donne un degré de liberté supplémentaire pour améliorer les résultats numériques.

2.4.1 Méthode d’estimation à partir du polynôme ES
Dans cette partie est présentée la méthode classique utilisant directement le polynôme ES. Pour simplifier

les notations, la méthode est présentée sur un seul polynôme et l’indice i est omis. De plus, nous supposons que
le modèle étudié est identifiable.

À partir d’un ensemble de mesures discrètes (ti)1≤i≤M (M ≥ q), le polynôme ES est évalué en chaque
tn0 , . . . , tn1 , 1≤ n0 < n1 ≤M conduisant à la résolution d’un système linéaire rectangulaire

Aγ = b (2.11)

avec
A= (Ai,j)i=n0,...,n1

j=1,...,q
= (mj(y(ti),u(ti)))i=n0,...,n1

j=1,...,q

b= (bi)i=n0,...,n1 =−(m0(ti))i=n0,...,n1 ,γ = (γj(θ))j=1,...,q

(2.12)

Classiquement, la solution de ce système est trouvée en résolvant le problème de moindres carrés suivant :

min
(γ1(θ),...,γq(θ))

n1∑
i=n0

 q∑
j=1

Ai,jγj(θ)− bi

2

. (2.13)

2.4.2 Approche basée sur les distributions
Les fonctions tests sont des fonctions indéfiniment dérivables définies sur un support compact. Par la suite,

les fonctions tests seront notées ψi et leur support supp(ψi) = [ti− ϵ, ti+ ϵ], ϵ > 0.
Supposons que les fonctions u, yj , xi, j = 1, . . . ,m, i= 1, . . . ,n vérifient l’hypothèse suivante :
(H) : elles sont C∞ dans ]0,T [ et sont égales à zéro sur ]−∞,0[, ]T,+∞[. Elles coïncident dans ]0,T [ avec les
fonctions qui sont C∞ dans [0,T [.

Après avoir multiplié le polynôme ES par la fonction test ψi et avoir intégré par parties sur [ti− ϵ, ti+ ϵ],
une nouvelle relation est obtenue. Elle peut se ré-écrire :∫ ti+ϵ

ti−ϵ
P (y,u,θ)(s)ψi(s) =

∫ ti+ϵ

ti−ϵ
m0(y,u)(s)ψi(s)ds+

q∑
j=1

γj(θ)
∫ ti+ϵ

ti−ϵ
mj(y,u)(s)ψi(s)ds= 0. (2.14)

À partir de la relation (2.14), on peut construire le système rectangulaire suivant (1≤ n0 < n1 ≤M) :

Aψγψ = bψ (2.15)

avec
Aψ = (Aψi,j)i=n0,...,n1

j=1,...,q
=
(∫ ti+ϵ

ti−ϵ
mj(y,u)(s)ψi(s)ds

)
i=n0,...,n1
j=1,...,q

,

bψ = (bψi )i=n0,...,n1 =
(
−
∫ ti+ϵ

ti−ϵ
m0(y,u)(s)ψi(s)ds)

)
i=n0,...,n1

.

(2.16)
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Dans ce cas, le problème de moindres carrés à résoudre est le suivant :

min
(γ1(θ)ψ,...,γq(θ)ψ)

n1∑
i=n0

 q∑
j=1

Aψi,jγj(θ)
ψ− bψi

2

(2.17)

Pour simplifier les notations, nous posons mj = mj(y,u) pour j = 1, . . . , q. De plus, la norme infinie, ∥.∥∞,
induite par la norme matricielle sera utilisée [167].
Dans les applications numériques, la factorisation QR a été utilisée pour résoudre (2.11) et (2.15). Plutôt que de
résoudre un problème de moindres carrés basé sur un système rectangulaire de dimension M×q, la factorisation
QR consiste à résoudre un problème équivalent basé sur l’inversion d’une matrice carrée inversible de dimension
q× q. C’est pourquoi, par la suite, les erreurs seront données dans le cas particulier de systèmes carrés. Un
exemple de calcul d’erreur a été donné dans [203].

Cette remarque justifie les deux premières hypothèses suivantes. Les deux autres hypothèses concernent les
fonctions tests.

Hypothèses 1. 1. Les matrices A et Aψ sont carrées et de dimension q× q.
2. A et Aψ sont inversibles.
3. Les fonctions tests ψi, i = 1, . . . , q sont supposées avoir la même valeur maximale notée ψmax, valeur

atteinte en ti.
4. Pour tout i, j = 1, . . . , q, mjψi ∈ C2([ti− ϵ, ti+ ϵ]).

Nous allons tout d’abord donner l’erreur due à l’approximation du système (2.11) par le système (2.15). La
seconde erreur portera sur la méthode d’intégration utilisée pour estimer les intégrales dans (2.15) et finalement
la troisième sur le bruit du signal.

2.4.2.1 Erreur due à la méthode

Sans bruit, le système (2.15) est un système approché du système (2.11). En effet, soit ϵ > 0. Par la méthode
du point milieu, chaque coefficient Aψi,j est égal à :∫ ti+ϵ

ti−ϵ
mj(s)ψi(s)ds= 2ϵmj(ti)ψi(ti)+ ϵ3

3 (mjψi)′′(ζi), ζi ∈]ti− ϵ, ti+ ϵ[. (2.18)

Soit Eij = (mj ·ψi)′′(ζi), j = 1, . . . , q and Fi = (m0 ·ψi)′′(ζi). Selon l’hypothèse 3, ψi(ti) = ψmax pour tout
i= 1, . . . ,M et les relations suivantes sont obtenues :

Aψ

2ϵ = ψmaxA +ψmax δA,
bψ

2ϵ = ψmax b+ψmax δb, (2.19)

avec
δA= ϵ2

6ψmax
E, δb= ϵ2

6ψmax
F, (2.20)

où E = (Ei,j)i=1,...,q
j=1,...,q

et F = (Fi)T
i=1,...,q. La substitution de la relation (2.19) dans l’équation (2.15) donne

(A+ δA)γψ = b+ δb. (2.21)

Ainsi, le système (2.15) est un système perturbé du système (2.11) si ∥δA∥∞ et ∥δb∥∞ sont suffisamment petit.

La proposition suivante donne une estimation de l’erreur relative entre γ et γψ.

Proposition 5. Si ∥δA∥∞ et ∥δb∥∞ sont suffisamment petits, la solution du système (2.15) est une solution
approchée du système (2.11).
Soit K(A) le conditionnement de la matrice A. Soit M2 =max(∥E∥∞,∥F∥∞).
Si

ϵ2M2
ψmax

<
6∥A∥∞
K(A) , (2.22)

alors l’erreur relative entre la solution réelle γ de (2.11) et la solution approchée γψ de (2.15) satisfait :

∥γψ−γ∥∞
∥γ∥∞

≤ 1
6ψmax
ϵ2M2

∥A∥∞
K(A) −1

(
∥A∥∞
∥b∥∞

+1
)
. (2.23)
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Remarque 8. — L’erreur relative dépend du choix de la fonction test.
— Selon (2.23), plus la longueur du support des fonctions test est petite, meilleure sera l’estimation.

Dans (2.22) et (2.23), ∥ E ∥∞ et ∥ F ∥∞ dépendent de l’inconnue ζi donnée dans l’équation (2.18). Par
conséquent, (2.22) et le membre de droite de (2.23) ne peuvent pas être directement calculés. Le corollaire
suivant donne un moyen d’obtenir une expression calculable.

Corollaire 2. Notons M̃2 = max
1≤i≤q

q∑
j=0

max
t∈[0,T ]

(|mj ψk)′′(t) |). Sous l’hypothèse de la proposition 5, si

ϵ2 M̃2
ψmax

<
6∥A∥∞
K(A) , (2.24)

l’erreur relative entre la solution réelle γ de (2.11) et la solution approchée γψ de (2.15) satisfait :

∥γψ−γ∥∞
∥γ∥∞

≤ 1
6ψmax
ϵ2M̃2

∥A∥∞
K(A) −1

(
∥A∥∞
∥b∥∞

+1
)

(2.25)

Dans les applications numériques, les intégrales dans le système (2.15) sont estimées par une méthode
d’intégration numérique, dans notre cas, la méthode composite de Newton-Cotes. Dans la partie suivante,
l’erreur due à ce choix est donnée.

2.4.2.2 Erreur due à la méthode numérique

Dans toute procédure d’intégration numérique se pose la question du pas de temps utilisé pour définir l’in-
tervalle d’intégration.
Les matrices A et Aψ définies en (2.12) et (2.16) sont construites à partir de la suite (ti)i=1,...,M qui peut être
une sous-suite de (t̃l)l=1,...,V , V ≥M où t̃1 = 0, t̃V = T , t̃l = t̃1 + (l− 1)h̃, l ≥ 2 et h̃ = 1/(V − 1). Ainsi, les
intégrales peuvent être calculées avec plus de temps d’intégration que ceux utilisés pour construire les matrices
A et Aψ permettant d’améliorer l’estimation de paramètres. Nous allons donner dans la suite une condition sur
h̃ permettant de déduire une borne supérieure à l’erreur relative entre le système (2.15) et le système obtenu
en approchant les intégrales par une méthode composite de Newton-Cotes.

Le support de la fonction test ψi est supposé être égal à [t̃τ−r, t̃τ+r], r > 0. Utilisant l’interpolation de
Lagrange pour approcher mjψi dans les intégrales du système (2.15), ces dernières peuvent se ré-écrire :

I(i,j) = I
(i,j)
ν + Ẽi,jν

où I(i,j) =
∫
supp(ψi)

(mjψi)(s)ds, I(i,j)
ν est une formule de quadrature dans laquelle les fonctions mjψi ont été

remplacées par des polynômes d’interpolation de degré ν, ν ≥ 0 sur le sous-intervalle [t̃τ−r, t̃τ+r]. Par conséquent,

I
(i,j)
ν a la forme suivante : I(i,j)

ν =
τ+r∑

k=τ−r
α

(i,j)
k mj(t̃k)ψi(t̃k). Finalement, pour toute formule de Newton-Cotes,

il existe ζ ∈]0,T [ tel que l’erreur Ẽi,jν peut-être ré-écrite ([167], Théorème 9.2) :
— si ν est pair et (mjψi) ∈ Cν+2([0,T ]), Ẽi,jν = Cν

(ν+2)! h̃
ν+3(mj ψi)(ν+2)(ζ)

— si ν est impair et (mjψi) ∈ Cν+1([0,T ]), Ẽi,jν = Cν
(ν+1)! h̃

ν+2(mj ψi)(ν+1)(ζ)
avec Cν la constante définie par

∫ ν

0
tπν+1(t)dt si ν est pair,∫ ν

0
πν+1(t)dt si ν est impair,

où πν+1(t) =
ν∏
i=0

(t− i). (2.26)

Dans les applications numériques, le système (2.15) est substitué par

Aψ,aγψ,a = bψ,a (2.27)

avec Aψ,a := (I(i,j)
ν )i=1,...,q

j=1,...,q
, bψ,a := (−Ii,0ν )i=1,...,q.

Notons
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✓ δAψ,a := (Ẽi,jν )i=1,...,q
j=1,...,q

, δbψ,a := (Ẽi,0ν )i=1,...,q,

✓ K(Aψ) le conditionnement de la matrice Aψ,
✓ β = ν+2 si ν is impair et β = ν+3 si ν est pair,

✓ Mβ = max
1≤i≤q

q∑
j=0

max
t∈[0,T ]

(| (mj ψk)(β−1)(t) |).

La proposition suivante donne le lien entre γψ, γψ,a et δAψ, δbψ.

Proposition 6. Si ∥ δAψ,a ∥∞ et ∥ δbψ,a ∥∞ sont suffisamment petits, une solution de (2.27) est une solution
approchée de (2.15).
Si

h̃β <
∥Aψ ∥∞ (β−1)!
K(Aψ) | Cν |Mβ

(2.28)

alors l’erreur relative entre la solution réelle γψ de (2.15) et la solution approchée γψ,a de (2.27) vérifie :

∥ γψ−γψ,a ∥∞
∥ γψ ∥∞

≤ 1
(β−1)!∥Aψ∥∞

K(Aψ)|Cν |h̃βMβ
−1

(
1+ ∥A

ψ ∥∞
∥ bψ ∥∞

)
(2.29)

Remarque 9. 1. Dans le cas de
— la formule des trapèzes, l’inégalité (2.29) est ré-écrite (ν = 1) :

∥ γψ−γψ,a ∥∞
∥ γψ ∥∞

≤ 1
12∥Aψ∥∞
K(Aψ)h̃3M3

−1

(
1+ ∥A

ψ ∥∞
∥ δbψ ∥∞

)
. (2.30)

— la formule de Simpson, l’inégalité (2.29) est ré-écrite (ν = 2) :

∥ γψ−γψ,a ∥∞
∥ γψ ∥∞

≤ 1
90∥Aψ∥∞
K(Aψ)h̃5M5

−1

(
1+ ∥A

ψ ∥∞
∥ δbψ ∥∞

)
. (2.31)

2. Plus le pas de temps h̃ est petit, plus l’erreur relative (2.29) est petite.

2.4.2.3 Erreur due au bruit

Dans [81], les auteurs ont mis en évidence deux sortes de perturbations. Les premières comme les pertur-
bations constantes d’amplitude inconnue sont dites structurées et sont solutions d’une équation différentielle
linéaire homogène. Elles peuvent être annihilées par des opérateurs différentiels linéaires. C’est le cas, par
exemple, d’un bruit aléatoire de moyenne constante et inconnue. Les secondes sont dites non structurées et
correspondent aux perturbations hautes fréquences qui peuvent être réduites par des filtres passe bas comme
les intégrales itérées. Nous avons montré que la méthode que nous proposons permet d’éliminer une partie du
bruit structuré.
Tout bruit η(t) peut s’écrire η(t) = η0(t) +κ où η0(t) est un bruit de moyenne nulle et γ est une constante
représentant la moyenne de η(t). Soit une sortie mesurée s’écrivant yη(t) = y(t) + η(t) où y(t) est la sortie au
temps t sans perturbation. Dans le système (2.15), y est alors substitué par yη.

Supposons que les intégrales sont de la forme
∫
supp(ψi)

y
(l)
η (s)ψi(s)ds, l ≥ 0. La forme du bruit dans (2.15)

est alors :
∫
supp(ψi)

η(s)ψ(l)
i (s)ds. Comme η(t) = η0(t)+κ, l’intégrale s’écrit :

∫
supp(ψi)

η(s)ψ(l)
i (s)ds=

∫
supp(ψi)

η0(s)ψ(l)
i (s)ds+κ

∫
supp(ψi)

ψ
(l)
i (s)ds

soit, ∫ t0+ϵ

t0−ϵ
η(t)ψ(l)

i (t) =
∫ t0+ϵ

t0−ϵ
η0(t)ψ(l)

i (t)dt+γ

∫ t0+ϵ

t0−ϵ
ψ

(l)
i (t)dt.

Si l≥ 1,
∫ t0+ϵ

t0−ϵ
ψ

(l)
i (t) =ψ

(l−1)
i (t0 +ϵ)−ψ(l−1)

i (t0−ϵ) est nul dès que 0+ /∈ [t0−ϵ, t0 +ϵ]. Ainsi, les perturbations

constantes sont annihilées lorsque 0+ n’est pas dans le support de ψi.
Enfin, le choix de la fonction test peut permettre d’atténuer l’effet du bruit de moyenne nulle. En effet, on a

∥
(∫ t0+ϵ

t0−ϵ
η0(t)ψ(l)

i (t)dt
)

0≤i≤N
∥21 ≤

∫ t0+ϵ

t0−ϵ
(η0(t))2dt×ψϵ,φ,N (2.32)
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et
E

(∫ t0+ϵ

t0−ϵ
(η0(t))2dt×ψϵ,φ,N

)
≤
∫ t0+ϵ

t0−ϵ
var(η0(t))dt×ψϵ,φ,N (2.33)

où var est la variance, E(X) la valeur attendue de la variable aléatoire X et ψϵ,φ,N =
N∑
i=0

∫ t0+ϵ

t0−ϵ
|ψ(l)
i (t)|2dt.

ψϵ,N,φ donne un critère pour choisir une fonction test. Il permet également de déterminer une borne inférieure
de la longueur du support des fonctions test permettant d’atténuer l’effet du bruit. Des exemples numériques
sont donnés dans [195].

Remarque 10. Selon la Remarque 8, un compromis doit être fait entre la longueur du support des fonctions
tests : en diminuant la longueur du support l’erreur relative donnée par (2.23) est diminuée et en augmentant
la longueur du support, l’effet du bruit est atténué.

Dans ce qui suit, l’erreur relative entre la solution de (2.15) et celle obtenue avec (2.15) lorsqu’il y a du bruit
est étudiée.

Quand la sortie est perturbée par le bruit, mj(y,u) dans (2.15) est substitué par mj(yη,u) et c’est le système
suivant qui est résolu

(Aψ + δAψ)γ̃ψ = bψ + δbψ (2.34)

avec Aψ + δAψ =
(∫ ti+ϵ

ti−ϵ
mj(yη,u)(s)ψi(s)ds

)
i=1,...,q;j=1,...,q

,

bψ + δbψ =
(
−
∫ ti+ϵ

ti−ϵ
m0(yη,u)(s)ψi(s)ds

)
i=1,...,q

.

Dans le but de mesurer l’erreur due au bruit, nous supposons que mj(yη,u)(t) s’écrit mj(yη,u)(t) = mj(t) +
fη,j(t) où fη,j contient toutes les perturbations.
La proposition suivante donne l’estimation de l’erreur relative entre les solutions de (2.15) et (2.34).

Proposition 7. Soit γψ ∈ Rq la solution de (2.15) et γ̃ψ la solution de (2.34). Si ∥ δAψ ∥∞ et ∥ δbψ ∥∞ sont
suffisamment petits, une solution de (2.34) est une solution approchée de (2.15).
Supposons que mj(yη,u)(t) s’écrit mj(yη,u)(t) =mj(t)+fη,j(t). Si Mη = max

t∈[0,T ]
1≤i≤q,0≤j≤q

| fη,j(t)ψi(t) | existe et

Mη <
∥Aψ ∥∞

2qϵK(Aψ) (2.35)

alors, l’erreur relative entre γψ et γ̃ψ est donnée par :

∥ γψ− γ̃ψ ∥∞
∥ γψ ∥∞

≤ 1
∥Aψ∥∞

2ϵqK(Aψ)Mη
−1

(
1+ ∥A

ψ ∥∞
∥ bψ ∥∞

)
. (2.36)

Remarque 11. La proposition précédente montre là encore l’importance du choix de la fonction test et de son
support. Celui-ci peut-être fait en faisant une étude préalable du système et du nombre de mesures (voir [195]).

2.4.2.4 Application au modèle de transmission du chikungunya

Cette méthode d’estimation a été appliquée au modèle décrit à la section 2.3.4. Dans cette partie, nous
cherchons à estimer les paramètres s, sL, KE , KL, βH et βm. Rappelons que les sorties du modèle sont y1 = L,
y2 =SH et y3 = IH . En supposant b, bH , d, dL, dm connus, les paramètres s, sL, β, βH , KE , KL sont identifiables
d’après l’algorithme IdentifiabilityTree.
Dans [196], les polynômes ES sont utilisés pour faire une première estimation des paramètres sans connaissance
a priori de leur valeur. Il serait donc tentant de reprendre les relations obtenues à la section 2.3.4. Or, l’ordre
de dérivation des polynômes ES est égal à 3 rendant difficile l’exploitation de ces relations. En effet, estimer les
dérivées à partir de données bruitées est un problème mal posé.
Une autre difficulté cette fois-ci numérique provient de la grande différence de sensibilités des sorties par rapport
à certains paramètres. Par exemple, la sensibilité de L par rapport à s et sL a un ordre de grandeur de 150
par rapport à KE et A0 de l’ordre de 0.3 (cf figure 2.2). Ces difficultés ont été surmontées en travaillant tout
d’abord sur les sous-systèmes en non pas sur le système en entier, en utilisant des "astuces" d’intégration et en
considérant la sensibilité des sorties par rapport aux paramètres.

Par la suite nous supposerons que KL =KE/2 comme dans [146].
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Figure 2.2 – Sensibilité de L par rapport aux paramètres s, sL, KE , A0.

Simulations

Les simulations sont faites à partir des conditions initiales

(E(0),L(0),A(0),SH(0), IH(0), Im(0))) = (500,200,100,0.9,0.1,0.2)

et des valeurs de paramètres donnés dans la table 2.1. Les sorties simulées L, SH , IH sont ensuite perturbées
par un bruit Gaussien telle que l’erreur relative a une valeur maximale de 5% puis de 10%. Les mesures sont
supposées être faites durant 20 jours en ti, i= 1, . . . ,M = 201.

L’estimation des dérivées est faite en reprenant la méthode proposée dans [195] et qui est basée sur une
approche utilisant la théorie des distributions.
Comme des intégrales similaires sont utilisées pour résoudre le système (2.15) et estimer les dérivées, on utilisera
les mêmes fonctions test avec la même longueur de support. Les fonctions test choisies ψi, i = 1, . . . ,M sont

des fonctions centrées en ti et construites à partir de la fonction : ψ(t) =

 e
ϵ2

t2−ϵ2 if | t |< ϵ

0 if | t |≥ ϵ
dont le support

est égal à [−ϵ,ϵ]. Des translations et des dilatations permettent de définir des fonctions test sur n’importe quel
intervalle. L’erreur due à la méthode a été calculée en utilisant la Proposition 5 et le Corollaire 2 et nous a permis
de mieux définir la longueur des supports des fonctions tests. Dans les applications, la longueur du support de
toutes les fonctions test a été choisi égale à 2.9 et les intégrales ont été estimées par la méthode des trapèzes.

Estimation des paramètres du modèle (2.8)

Pour estimer les paramètres s, sL, KE , βH , βm dans (2.8a) et (2.8b), les deux systèmes couplés peuvent
être considérés comme un système unique dans lequel L, SH et IH sont les sorties. Cependant, l’algorithme
de Rosenfeld-Groebner donne des polynômes non utilisables pour définir une procédure numérique. En effet,
le polynôme différentiel liant L, s, sL et KE contient 36 expressions et induit une matrice mal conditionnée
de dimension 35×M . Il est possible d’obtenir des relations plus simples en travaillant système par système
[146, 227]. Du premier modèle, nous avons obtenu un premier polynôme contenant les paramètres s, sL, KE .
Une fois estimés, nous avons repris l’expression explicite de A dépendant uniquement de L et donnée par l’al-
gorithme de Rosenfeld-Groebener. A et L (donc A/L) considérés comme connus ont constitué les entrées du
deuxième modèle (2.8b). En utilisant l’algorithme de Rosenfeld-Groebner, un deuxième polynôme ES a été
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Paramètres Description Value

s taux de transfert de E à L 0.7

sL taux de transfert de L à A 0.5

KE capacité d’accueil des oeufs 1000

A0 conditions initiales pour A (A(0)) 100

b taux de ponte intrinsèque des femelles 6

d taux de mortalité des oeufs 0.2

dL taux de mortalité des larves 0.2

dm taux de mortalité des adultes femelle 0.25

bH taux de natalité (humains) 0.0000457

βH taux d’infection entre humains et vecteurs 0.75

βm taux d’infection entre vecteurs et humains 0.5

γ taux de transfert des infectés vers les immunisés 0.1428

Table 2.2 – Valeurs des paramètres pour le modèle du chikungunya

trouvé et qui a permis de déterminer βm et βH .

Le système (2.8a)

Dans [227], pour obtenir des polynômes ES plus simples, un système équivalent au système (2.8a) a été obtenu
en intégrant la troisième équation. Cette opération conduit à poser w(t) = e−dmt, v(t) = e−dmt

∫ t
0 L(s)edmsds

et A0, la condition initiale de A. Le système (2.8a) se ré-écrit :

E′(t) = bA(t)(1− E(t)
KE

)− (s+d)E(t)

L′(t) = sE(t)(1− 2L(t)
KE

)− (sL+dL)L(t)

A(t) =A0w(t)+sLv(t)

v′(t) = L(t)−dmv(t)

w′(t) =−dmw(t)

(2.37)

Les systèmes (2.8(a)) et (2.37) sont équivalents si on impose les conditions initiales v(0) = 0 et w(0) = 1. Dans
ce cas, l’analyse de stabilité du modèle (2.37) est la même que celle du modèle (2.8).
Comme L est une sortie du modèle, w et v peuvent être estimées. Nous pouvons alors ajouter les équations
y1 = L, y2 = v et y3 = w au système (2.37). Dans le système (2.37), nous avons introduit la constante A0.
Cette constante est considérée comme un nouveau paramètre à estimer d’où le nouveau vecteur de paramètres
(A0,s,sL,KE).
En utilisant le package DifferentialAlgebra de Maple et avec l’ordre d’élimination [A0,KE ,s,sL]≺ [y1,y2,y3]≺
[A,E,L,v,w], nous avons obtenu le polynôme

P1 =A0K
2
Ebsy3 +K2

EbssLy2−KE(bdlsL+4bssL+ bs2
L)y2y1

−K2
E(ddl+dsL+dls+ssL)y1−KE(A0bdl+4A0bs+A0bsL)y3y1

−K2
E(d+dl+s+sL)ẏ1−KEbsLy2ẏ1−A0KEby3ẏ1−K2

E ÿ1

+2(bdlsL+2bssL+ bs2
L)y2y

2
1 +2(A0bdl+2A0bs+A0bsL)y3y

2
1

+2KE(ddl+dsL+dls+ssL)y2
1 +2bsLy2ẏ1y1 +2KE(d+s)ẏ1y1

+2A0by3ẏ1y1−2KE(ẏ2
1− ÿ1y1) = 0,

(2.38)

et les deux polynômes
PA =−A0y3−sLy2 +A= 0, (2.39)

PE =−KEsE+(KEdl+KEsL+2sE)y1 +KE ẏ1 = 0. (2.40)
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PA et PE permettent d’estimer A et E respectivement si les paramètres A0, KE , s, sL sont connus.
Pour obtenir un polynôme de la forme (2.4), P1 est divisé par KE y1. Nous avons ainsi travaillé avec le polynôme
P̃1 = P1

y1KE
. Soit le polynôme Pψ1 =

∫
supp(ψ)

P̃1(s)ψ(s)ds.

Remarque 12. 1. Divisé P1 par y1 permet tout d’abord de reporter la dérivée seconde dans l’expression∫
supp(ψ)

(
ẏ1(s)2

y1(s) ψ(s)− ÿ1(s)ψ(s)
)
ds de Pψ1 sur la fonction test ψ. Ce terme correspond à bψ, le second

membre de (2.15). Ensuite, la division diminue de façon importante le conditionnement de la matrice
Aψ.

2. Les sortie bruitées y2 et y3 ne dépendant que de y1 sont estimées à partir de l’intégration des deux
dernières équations de (2.37) en utilisant l’algorithme du point milieu.

3. La méthode que nous avons développée dans [196] consistant à intégrer une fois le polynôme entrée-sortie
P̃1 n’a pas donné de résultat.

À partir des égalités 
ẏ2 = y1−dmy2, ẏ3 =−dmy3,

ÿ1
y1

=

·
⌢(
ẏ1
y1

)
+ ẏ1

2

y2
1
,

(2.41)

nous en avons déduit les opérations suivantes qui ont été appliquées à Pψ1 pour décroître l’ordre de dérivation
de y1 : 

∫
ẏ1y3ψ = [y1y3ψ]+

∫
y1y3(dmψ− ψ̇),∫

ẏ1ψ = [y1ψ]−
∫
y1ψ̇,

∫
ÿ1ψ = [ẏ1ψ− ψ̇y1]+

∫
y1ψ̈,∫

ẏ1y2ψ = [y1y2ψ]−
∫

(y1(y1−dmy2)ψ+y1y2ψ̇),∫
ÿ1
y1
ψ = [ ẏ1

y1
ψ]−

∫
( ẏ1
y1
ψ̇− ẏ

2
1
y2

1
ψ).

(2.42)

Ces opérations nous ont permis d’obtenir un nouveau polynôme P̃ψ1 et d’en déduire un système linéaire de
la forme (2.15) avec Aψ de dimension M ×15. En effet, P̃ψ1 contient 16 expressions dont l’une d’elle ne dépend
pas des paramètres à estimer. Cependant le conditionnement de la matrice Aψ est de l’ordre de 1012 et la
factorisation QR donne pour certains paramètres des valeurs négatives.

En reprenant les courbes de sensibilité (Fig. 2.2), nous pouvons remarquer que les sorties sont plus sensibles
aux paramètres s, sL qu’aux paramètres KE et A0.

Comme le système est très peu sensible aux paramètres KE et A0, la stratégie consiste à se focaliser sur
l’estimation de s, sL. En supposant que les deux paramètres KE et A0 sont connus, le polynôme Pψ1 se ré-écrit :

m̃0(y1, y2, y3)+ m̃1(y1, y2, y3)s+ m̃2(y1, y2, y3)sL+ m̃3(y1, y2, y3)ssL+ m̃4(y1, y2, y3)s2
L = 0, (2.43)

m̃i dépendant de KE et A0. Dans ce cas, θ = (s,sL,ssL,s2
L)T et Aψ ∈ RM×4.

L’avantage de cette ré-écriture est que la matrice Aψ est réduite à quatre colonnes et son conditionnement est
de l’ordre de 100.

Pour les deux autres paramètres, nous supposons qu’une estimation de KE et A0 peut-être obtenue expé-
rimentalement avec une erreur de 10% et 50% respectivement. Toutefois, ces estimés doivent être améliorées
pour estimer les paramètres βH , βm du système (2.8(b)). En effet, l’expression (2.39) qui permet de calculer A
et par conséquent βH , βm contient la constante A0.
KE et A0 variant respectivement de 900 à 1100 et de 50 à 150 avec un pas égal à 10, nous estimons s et sL
pour chaque couple de valeurs (KE ,A0). L’erreur entre la courbe L reconstruite à partir du système (2.8(a))
avec la courbe de mesures permet de garder les meilleures valeurs estimées. Cette procédure est résumée dans
l’algorithme suivant :

Algorithme 1.
. /* Entrées : Le vecteur de mesures yη

Pour KE variant de 900 à 1100 avec un pas de 10
Pour A0 variant de 50 à 150 avec un pas de 10
. Estimation de s, sL
. Estimation de la sortie reconstruite yest avec les paramètres A0, KE, s, sL
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. Estimation de l’erreur relative entre yη et yest.
fin
fin

Avec cette procédure, nous avons obtenus les estimées suivantes (n0 = 1, n1 = 150 dans (2.15)) :
— Pour un bruit de 5% :

— Méthode des distributions : Aest0 = 110, Kest
E = 1000, sest = 0.6277, sestL = 0.2956

— Algorithme de Levenberg-Marquardt pour améliorer l’estimation de s et sL : s= 0.7212, sL = 0.5226
— Erreur relative (er) entre la courbe de mesures L et la courbe reconstruite à partir de (A0,KE ,s,sL) =

(110,1000,0.7212,0.5226) : er = 0.016.
— Pour un bruit de 10% :

— Méthode des distributions : Aest0 = 110, Kest
E = 1000, sest = 0.669, sestL = 0.251

— Algorithme de Levenberg-Marquardt pour améliorer l’estimation de s et sL : s= 0.7133, sL = 0.5169
— Erreur relative (er) entre la courbe de mesures L et la courbe reconstruite à partir de (A0,KE ,s,sL) =

(110,1000,0.7133,0.5169) : er = 0.0364.

Le système (2.8b)

La troisième équation de (2.8(b)) lie la population humaine à la population du moustique avec le terme
L(t)/A(t). Les courbes de sensibilité par rapport aux paramètres βH et βm sont données à la Figure 2.3.
Selon la section précédente, A(t) et L(t) peuvent être évaluées à chaque pas de temps tk, k = 1, . . . ,M . Ainsi,
nous allons considérer par la suite que L/A constitue une entrée connue u du système (2.8(b)). En procédant
comme précédemment, en ajoutant y4 = IH , y5 = SH au système (2.8(b)) et en considérant l’ordre d’élimination
[βH ,βm]≺ [y4,y5,u]≺ [IH ,SH , Im], le polynôme ES suivant a été obtenu :

P2 =−bHsLuy5 + bH ẏ5 + bHsLuy
2
5 +sLuẏ5y5− ẏ2

5 + ÿ5y5

+(bHβm+βHβm)y4y
2
5 +βm(y4ẏ5y5− bHy4y5).

(2.44)

Le polynôme Pψ2 =
∫
supp(ψ)

P2(s)
y5(s) ψ(s)ds est utilisé pour estimer les paramètres βH et βm après avoir utilisé les

opérations suivantes : 
∫
ẏ5ψ = [y5ψ]−

∫
y5 ψ̇,∫

ÿ5ψ = [ẏ5ψ−y5ψ̇]+
∫
y5ψ̈.

(2.45)

Avec l’approche des distributions et les valeurs de A0, sL calculées précédemment, la valeur des paramètres
trouvée en résolvant le système (2.15) est (n0 = 1, n1 = 169) :

— Pour un bruit de 5% :
— Méthode des distributions : βestH = 0.8120 et βestm = 0.5135460
— Algorithme de Levenberg-Marquardt : βH = 0.7529 et βm = 0.4971
— Erreur relative entre les sorties et les courbes reconstruites avec (βH ,βm) = (0.7529,0.4971) : er =

0.034.
— Pour un bruit de 10% :

— Méthode des distributions : βestH = 0.2235 et βestm = 0.2215
— Algorithme de Levenberg-Marquardt : βH = 0.7494 et βm = 0.5021
— Erreur relative entre les sorties et les courbes reconstruites avec (βH ,βm) = (0.7494,0.5021) : er =

0.0643.

2.5 Identifiabilité ensembliste
Le travail présenté dans cette partie provient des articles [100, 101] écrits dans le cadre du projet ANR

MagicSPS. L’un des objectifs du projet était de développer des méthodes d’estimation de paramètres dans un
contexte d’erreurs bornés et caractériser l’ensemble de toutes les valeurs des paramètres qui sont consistant
avec les données mesurées. En effet, les systèmes complexes sont soumis à des perturbations qui compliquent la
modélisation du système étudié. Dans le cadre stochastique, l’incertitude est prise en compte en ajoutant des
hypothèses appropriées sur le bruit et les distributions de probabilité des erreurs de modèle. Or la caractérisation
du bruit et des perturbations peut être difficile à déterminer dans certains cas comme les tolérances de fabrication
sur les valeurs de paramètres. Cette contrainte peut rendre difficile l’utilisation des méthodes probabilistes
[7, 211].
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Figure 2.3 – Courbes de sensibilité de SH , IH par rapport aux paramètres βH , βm.

Dans le cadre du projet, nous avons considéré une approche alternative en supposant que les valeurs incertaines
des variables et des paramètres appartenaient à des ensembles bornés nous amenant à étendre la définition
classique d’identifiabilité. Nous avons ensuite exploité les polynômes ES dans le cadre ensembliste et développé
des méthodes certifiées d’estimation de paramètres, de détection et d’isolation de fautes. Lorsqu’on parle de
méthode certifiée, on sous-entend que les ensembles solutions calculés contiennent l’ensemble des vecteurs de
paramètres consistant avec les mesures [107]. Dans ce travail, nous parlerons d’ensembles d’appartenance, en
abrégé SM pour Set-Membership en anglais. Ceux-ci peuvent avoir des formes différentes comme des ellipsoïdes
[114], des boîtes [108], des parallélotopes [40], des zonotopes [4] ou d’autres polytopes.
L’exemple suivant illustre les questions que nous nous sommes posées.

Exemple 2.5.1. Soit l’équation différentielle ẋ(t) =x(t)+tcos(p) avec les conditions initiales x(0) = 1 associées.
La solution est x(t) = (1− t− et)cos(p). Supposons que le paramètre p est à incertitude bornée et que son
ensemble admissible est l’ensemble Up = [0,2π]. Nous pouvons remarquer qu’il existe deux valeurs de paramètres
dans P ∗ := [π2 ,

3π
2 ] qui vont générer les mêmes trajectoires (figure 2.4) mais que les paramètres dans P ∗ et ceux

de son complémentaire ne générerons pas les mêmes trajectoires (figure 2.5).
Cet exemple amène à se poser les deux questions suivantes : étant donné un intervalle borné solution trouvé par
un algorithme d’optimisation,

1. comment peut-on être sûr que les valeurs de paramètres dans cet intervalle et dans son complémentaire
vont générer des trajectoires différentes ?

2. comment peut-on distinguer les intervalles solutions sur lesquels il y a identifiabilité et ceux pour lesquels
cette propriété n’est pas vérifiée ?

Sur la base de l’exemple suivant, nous avons étendu la notion d’identifiabilité classique à : i) la SM-
identifiabilité, la µ-SM-identifiabilité, et ε-SM-identifiabilité.

Nous nous sommes ensuite intéressées à la façon dont ces propriétés impactent le problème d’estimation des
paramètres dans le cadre ensembliste. Ce problème est caractérisé par deux nouvelles propriétés. La première
garantie que l’ensemble faisable de paramètre (FPS) est réduit à un seul ensemble connexe borné qui sera dit
robuste (Soundness en anglais). La seconde est une propriété numérique que nous avons appelée la ε-consistance
(ou ε-consistence en anglais). Celle-ci garantit que le FPS est composé d’un même nombre d’ensembles connexes
disjoints que l’ensemble solution retourné par un algorithme d’estimation de paramètres de précision ε. Malgré
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Figure 2.4 – Représentation de la fonction w 7→ cos(w) sur l’intervalle [0,2π]. Dans l’intervalle P ∗ := [π2 ,
3π
2 ],

deux valeurs de w donnent la même valeur de cos(w).
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Figure 2.5 – Représentation de la fonction w 7→ cos(w) sur l’intervalle [0,2π]. Pour deux valeurs de w, l’une
dans P ∗ := [π2 ,

3π
2 ], l’autre dans son complémentaire, les valeurs de cos(w) sont distinctes.
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une abondante littérature sur l’identification dans le cadre ensembliste [104, 108, 169, 208], nous n’avions pas
trouvé de travaux sur ces relations.

Par la suite, nous supposons que les incertitudes du modèle portent sur les conditions initiales et les para-
mètres. Ainsi, nous supposons que x0 ∈X0 où X0 est un ensemble borné et p ∈ P est un ensemble connexe de
UP où UP ⊆ Rq est un ensemble a priori connu de paramètres admissibles.
Le modèle (2.46) se ré-écrit 

ẋ(t,p) = f(x(t,p),u(t),p),

y(t,p) = h(x(t,p),p),

x(t0,p) = x0 ∈X0,

p ∈ P ⊂ UP , t0 ≤ t≤ T,

(2.46)

où x(t,p) ∈ Rn et y(t,p) ∈ Rm.
Dans la suite, nous noterons Y (P ) l’ensemble des trajectoires solutions de (2.46) générées par les paramètres

p ∈ P . P c désignera le complémentaire de P dans UP .

2.5.1 Concepts utiles
Considérons un ensemble connexe non vide Π de Rα, α ∈ N∗∪{∞}, ∥.∥ une norme de Rα et d la distance

associée.
La distance 6 entre les deux ensembles Π1 et Π2 de Rp est définie par :

d(Π1,Π2) = min
π1∈Π1,π2∈Π2

d(π1,π2).

Définissons δ(Π) comme le diamètre de Π. δ(Π) est défini comme la plus petite borne supérieure de {d(π1, π2),
π1,π2 ∈ Π}. Si Π n’est pas borné, nous définissons la distance comme δ(Π) = +∞ [23]. Sur l’espace métrique
(Π,d), une contraction µ est une fonction continue de Π dans Π telle qu’il existe un nombre strictement positif
k < 1 et que pour tout Π1, Π2 ⊆ Π, d(µ(Π1),µ(Π2)) < kd(Π1,Π2). Dans la suite, ∥.∥ désignera la norme
Euclidienne, ∥.∥∞ la norme infinie, et ∥.∥1 la norme 1. Elles seront définies sur Rα, où α ∈ {n,m,q}, selon le
cas considéré.

2.5.2 Définitions
Les définitions suivantes présentent les concepts d’identifiabilité dans le cadre ensembliste.

Définition 6. Étant donné le système contrôlé (2.46), considérons un ensemble connexe non vide P ∗ ⊆ UP .
P ∗ est globalement SM-identifiable si il existe une entrée u telle que Y (P ∗) ̸= ∅ et pour tout ensemble P̄ ⊆ UP ,
on a Y (P ∗)∩Y (P̄ ) ̸= ∅=⇒ P ∗∩ P̄ ̸= ∅.

Dans le cas d’un modèle non contrôlé, la définition est la suivante.

Définition 7. Étant donné le système (2.46) avec u≡ 0, considérons un ensemble connexe non vide P ∗ ⊆ UP .
P ∗ est globalement SM-identifiable si Y (P ∗) ̸= ∅ et pour tout ensemble P̄ ⊆ UP , on a Y (P ∗)∩Y (P̄ ) ̸= ∅ =⇒
P ∗∩ P̄ ̸= ∅.

Ainsi, on dira qu’un ensemble connexe P ∗ est globalement SM-identifiable si les ensembles de sorties générées
par le système (2.46) à partir de P ∗ et tout autre ensemble connexe dans le complémentaire de P ∗ n’ont pas
de trajectoire en commun.

Il est clair que dans l’exemple 2.5.1, le système n’est pas globalement identifiable. Par exemple, toute paire
(p1 = π−α,p2 = π+α), avec α ∈ [0,π], produit la même trajectoire car cos(π−α) = cos(π+α) pour α ∈ [0,π].
Cependant, les trajectoires provenant de tout ensemble P ∗ = [π−α,π+α] avec α ∈ [0,π] sont différentes de
toutes trajectoires provenant de son complémentaire. P ∗ est donc globalement SM-identifiable.

Pour assurer que l’ensemble P ∗ peut-être contracté tout en gardant la propriété d’identifiabilité ensembliste,
nous avons introduit la définition de µ-SM-identifiabilité. Pour cela, une contraction µ est appliquée à P ∗ et,
d’après le théorème du point fixe, le diamètre de µn(P ∗) tend vers zéro quand n tend vers l’infini [148]. La
définition est la suivante :

Définition 8. Un ensemble connexe non vide P ∗ ⊆ UP est globalement µ-SM-identifiable si µ(P ∗) est globale-
ment SM-identifiable pour toute contraction µ de P ∗ à P ∗.

6. Nous faisons délibérément un abus de langage en appelant d(Π1,Π2) une distance entre les deux ensembles Π1 et Π2 de Rp
même si certaines hypothèses comme l’inégalité triangulaire ne sont pas vérifiées.
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La proposition suivante découle directement des définitions :
Proposition 8. Si l’ensemble connexe non vide P ∗ ⊆ UP est globalement µ-SM-identifiable alors il est globale-
ment SM-identifiable. La réciproque n’est pas vraie.

Le système (2.5.1) donne un contre-exemple de la réciproque. En effet, l’ensemble P ∗ = [π−α,π+α] avec
α∈ [0,π] n’est pas µ-SM-identifiable. En supposant α1,α2 ∈ ]0,π[ ,α1 <α2, tout ensemble P ∗

1 = [π−α1,π−α2]⊆
P ∗ a des trajectoires en commun avec son ensemble complémentaire P ∗c

1 .

Si le diamètre de µ(P ∗), δ(µ(P ∗)), ne peut pas être plus petit que ε sans perdre la SM-identifiabilité, nous
nous référerons à la ε-SM-identifiabilité [100].
Définition 9. Considérons un ensemble P ∗⊆UP connexe, non vide et SM-identifiable. Alors P ∗ est globalement
ε-SM-identifiable si il existe un ensemble de contraction µ de P ∗ dans P ∗ tel que

1. δ(µ(P ∗)) = ε

2. µ(P ∗) est globalement SM-identifiable
3. pour tout µ̃ tel que µ̃(P ∗)⊂ µ(P ∗), µ̃(P ∗) n’est pas globalement SM-identifiable.
Pour résumer, interpréter l’identifiabilité dans le cadre ensembliste nous a amené à proposer trois défini-

tions. La première considère l’ensemble solution comme une partie agrégée (SM-identifiabilité) contrairement
à la seconde qui prend en compte les propriétés de ses sous-ensembles (µ-SM-identifiabilité). Ainsi, la µ-SM-
identifiabilité peut être vue comme une généralisation de l’identifiabilité classique : si P ∗ est µ-SM-identifiable,
alors tout p ∈ P ∗ est identifiable dans le sens classique [125]. La troisième définition, la ε-SM-identifiabilité peut
être vue comme une propriété structurelle de la µ-SM-identifiabilité puisque les sous ensembles SM-identifiables
de diamètre ε et non µ-SM-identifiables sont acceptés.
Ces définitions peuvent-être étendues à des versions structurelles locales.

2.5.3 Liens entre la SM-identifiabilité et d’autres concepts
Les liens entre la (µ)-SM-identifiabilité, l’identifiabilité classique au sens de la définition 1 et l’identifiabilité

par intervalle ont été donnés dans [101, 102]. Dans cette section, nous allons nous intéresser au lien entre la (µ)-
SM-identifiabilité, la ε-identifiabilité [25] et l’injectivité partielle [117]. Ces liens nous ont permis de développer
avec Laleh Hosseini une méthode pour partitionner un ensemble admissible de paramètres en sous-ensembles
SM-identifiables et µ-SM-identifiable.

2.5.3.1 Liens avec la ε-identifiabilité globale

L’identifiabilité globale dans P ∗ ⊂ UP (g.i.i.P ∗) a été proposée par [25] comme un moyen de fournir une
conclusion plus forte que l’identifiabilité structurelle. Elle garantit que des régions atypiques dans l’espace des
paramètres pour lesquelles il n’y a pas identifiabilité n’existent pas. La définition est la suivante :
Définition 10. Étant donné (u,x0) ∈ Rr×X0, le paramètre pi est globalement identifiable dans P ∗ (g.i.i.P ∗)
si

∀(p, p̄) ∈ P ∗, y(.,p)≡ y(., p̄)⇒ pi = p̄i, (2.47)
et le vecteur de paramètre p est g.i.i.P ∗ si toutes ses composantes sont g.i.i.P ∗.

L’originalité du travail de [25] est de proposer un moyen pratique de formuler la condition de la Définition 10.
La condition peut en effet se ré-écrire :

∄(p, p̄) ∈ P ∗×P ∗ tel que y(.,p)≡ y(., p̄), ∥ p̄−p ∥∞> 0. (2.48)
Cette condition se ramène à un problème de satisfaction de contraintes (constraint satisfaction problem ou CSP
en anglais) qui peut-être résolu de façon garantie par un algorithme de propagation de contraintes d’intervalles
(interval constraint propagation ou ICP en anglais). En pratique, résoudre (2.48) revient à résoudre le problème
suivant :

∄(p, p̄) ∈ P ∗×P ∗ tel que y(.,p)≡ y(., p̄), ∥ p̄−p ∥∞> ε, (2.49)
qui définit la ε-g.i.i.P ∗. Remarquons que cette dernière définition ne donne aucune information sur les sous-
ensembles de P ∗. Le lien entre cette définition et la µ-SM-identifiable est donné dans la proposition suivante.
Proposition 9. 1. P ∗ est µ-SM-identifiable en P ∗ (dans le sens que UP est réduit à P ∗) si et seulement

si (2.48) est vérifié.
2. Si P ∗ est ε-SM-identifiable en P ∗, alors la condition (2.49) est vérifiée.
Pour le deuxième point, la réciproque est fausse car quand la condition (2.49) est vérifiée, cela ne fournit

aucune information sur les sous-ensembles de P ∗ de diamètre inférieur à ε.
La condition (2.49) ne permet pas de décider entre la µ-SM-identifiabilité et la ε-SM-identifiabilité. Elle

permet toutefois de considérer la µ-SM-identifiabilité en acceptant une précision numérique de ε.
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2.5.3.2 Liens avec l’injectivité partielle

La définition de l’injectivité partielle a été introduite dans [117]. Cette notion caractérise parfaitement la
µ-SM-identifiabilité.

Définition 11. Soit une fonction f :A→B et un ensemble A1 ⊆A. La fonction f est une injection partielle
de A1 sur A, ou (A1,A)-injective, si pour tout a1 ∈ A1 et tout a ∈ A,

a1 ̸= a⇒ f(a1) ̸= f(a).

f est dite A-injective si elle est (A,A)-injective.

Exemple 2.5.2. D’après la figure 2.4, la fonction cosinus est (]0, π2 [, ]0, 3π2 [)-injective puisque la fonction co-

sinus est injective sur ]0, π2 [ et l’image de ]0, π2 [ par la fonction cosinus a une intersection vide avec l’image

de ]π2 ,
3π
2 [. Par contre, la fonction cosinus n’est pas (]π2 ,

3π
2 [, ]0, 3π2 [)-injective car la fonction cosinus n’est pas

injective dans ]π2 ,
3π
2 [.

[117] a proposé un algorithme basé sur l’analyse par intervalle pour tester l’injectivité d’une fonction différen-
tiable. Les auteurs ont également développé un algorithme appelé ITVIA (Injectivity Test Via Interval Analysis)
implémenté en C++ qui, pour une fonction donnée, partitionne un ensemble en deux domaines : un domaine
sur lequel la fonction est partiellement injective correspondant à une liste d’ensembles µ-SM identifiables et
un domaine indéterminé dans lequel la fonction peut être ou non injective. Notons que ITVIA ne donne pas
d’information sur ces domaines indéterminés.

Pour caractériser la SM-identifiabilité, nous avons introduit la notion d’injectivité partielle restreinte
(restricted-partial injectivity en anglais).

Définition 12. Soit une fonction f : A → B et un ensemble A1 ⊆ A. La fonction f est dite partiellement
injective restreinte de A1 à A, ou (A1,A)-R-injective, si :

∀a1 ∈ A1, ∀a ∈ Ac1, f(a1) ̸= f(a).

Exemple 2.5.3. D’après la figure 2.4, la fonction cosinus est (]π2 ,
3π
2 [, ]0, 3π2 [)-R-injective car l’image de ]π2 ,

3π
2 [

par la fonction cosinus a une intersection vide avec l’image de ]0, π2 [. Comme on peut le voir sur cet exemple,

il n’est plus imposé à la fonction cosinus d’être injective sur A1 =]π2 ,
3π
2 [.

Tester numériquement la (P ∗,UP)- R-injectivité peut se faire en adaptant l’algorithme ITVIA proposé dans
[117]. Toutefois, il ne permet pas de décider entre la µ-SM-identifiabilité et la ε-SM-identifiabilité ou la SM-
identifiabilité et la ε-SM-identifiabilité.

Dans la proposition suivante, l’injectivité partielle et l’injectivité partielle restreinte sont interprétées en
terme de trajectoires ce qui permettra par la suite de faire le lien direct avec les définitions de SM-identifiabilité
et µ-SM-identifiabilité. Considérons l’ensemble des sorties Su résultant de UP pour une entrée donnée u.

Proposition 10. Étant donné le modèle (2.46), P ∗ est SM-identifiable (resp. µ-SM-identifiable) pour une entrée
u si et seulement si la fonction φ : UP → Su : p→ y(.,p) est (P ∗,UP)-R-injective (resp. (P ∗,UP)-injective).

Des propositions 9 et 10, nous en avons déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— P ∗ est µ-SM-identifiable,
— la fonction φ : UP → Su : p→ y(.,p) est (P ∗,UP)-injective,
— La condition (2.48) est satisfaite.

Enfin, nous avons l’implication :

Corollaire 4. P ∗ est ε-SM-identifiable implique que φ est (P̃ ,UP)-R-injective, avec P̃ ⊆ P ∗ et δ(P̃ ) ≥ ε. La
réciproque est fausse.

29



�� ��

��

��

��

��

��

��

Figure 2.6 – Exemple de partitionnement d’un domaine en une liste de sous ensembles (µ)-SM-identifiables.

2.5.3.3 Partitionnement d’un domaine en sous-ensembles (µ-)SM-identifiables

La proposition 10 montre qu’il est suffisant de trouver une fonction φ : UP → Su : p→ y(.,p) définie de
l’ensemble des paramètres à l’ensemble des trajectoires et ayant des propriétés d’injectivité pour vérifier la SM
ou la µ-SM-identifiabilité.

La fonction ϕ définie dans la proposition 1 est une candidate naturelle pour la fonction φ. La Proposition 1
peut ainsi être reformulée de la façon suivante.

Proposition 11. [101] Supposons que le déterminant fonctionnel ∆R(y,u) n’est pas identiquement nul. Soit P ∗

un sous-ensemble connexe de UP . Si la fonction ϕ : p= (p1, . . . ,pq) 7→ (γ1(p), . . . ,γd(p),y(t+0 ,p), . . . ,y(l−1)(t+0 ,p))
est (P ∗,UP)-R-injective (resp. (P ∗,UP)-injective) alors P ∗ est globalement SM-identifiable (resp. µ-SM-identifiable).
De plus, si pour une contraction µ, µ(P ∗) a un diamètre égal à ε et ϕ est (µ(P ∗),UP)-R-injective mais pas
(µ(P ∗),UP)-injective alors P ∗ est ε-SM-identifiable. Dans les deux cas, si le coefficient de y(l) in (2.4) n’est pas
égal à t0, alors la réciproque est vraie 7.

Les domaines sur lesquels la fonction ϕ est partiellement injective restreinte mais pas partiellement injective
seront les ensembles SM-identifiables (cf. corollaire 3) et les ensembles sur lesquels la fonction ϕ est partiellement
injective seront µ-SM-identifiables. On peut résumer les résultats comme suit :

En terme d’identifiabilité En terme d’injectivité

P µ-SM identifiable ←→ ϕ partiellement injective de P sur UP ,

P SM-identifiable ←→ ϕ partiellement injective restreinte de P sur UP ,

P ε-SM-identifiable ←→ ϕ partiellement injective restreinte à µ(P ) tels que δ(µ(P ))> ε.

La proposition 11 a été utilisée dans [173] pour développer un algorithme partitionnant un ensemble admis-
sible de paramètres en sous-ensembles SM-identifiables et µ-SM-identifiables. Cet algorithme détermine tout
d’abord les sous-ensembles pour lesquels on a la µ-SM-identifiabilité grâce à l’algorithme ITVIA puis, dans le
complémentaire, les ensembles SM-identifiables. Par exemple, à la figure 2.6, le sous-ensemble A1 est µ-SM iden-
tifiable et les sous-ensembles Ai, i= 0,2,3,4,5 sont SM-identifiables mais non disjoints. Notre algorithme trouve
d’abord A1 en utilisant ITVIA puis il renvoie la liste F = {F0 = A0,F2 = A3} qui est constituée d’ensembles
disjoints SM-identifiables c’est à dire que les trajectoires générées par ces ensembles connexes sont distinctes de
celles générées par leurs complémentaires.

Rappelons quelques notions en analyse par intervalle. Soit f : Rn→ Rm (f ∈ C1) une fonction vectorielle
différentiable définie sur une boîte de dimension n, [x] ∈ IRn, où IR est l’ensemble de tous les intervalles et
[f ] sa fonction d’inclusion ([104] et voir l’Annexe 6.3). Un sous-pavage de [x] est un ensemble de boîtes non
superposées incluses dans [x] (voir [34]). Il peut être considéré soit comme une collection (liste) de boîtes

7. Quand les conditions initiales ne sont pas considérées, la fonction ϕ est alors ϕ : p = (p1, . . . ,pq) 7→ (γ1(p), . . . ,γd(p)) et la
réciproque du théorème n’est plus vraie.
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K =
{

[x](1), [x](2), ...
}

ou comme une union K = [x](1)⋃[x](2)⋃ .... Par conséquent, un sous-pavage peut être
considéré comme un sous-ensemble discret de IRn ou comme un sous-ensemble convexe de Rn. Les sous-pavages
permettent d’approximer des ensembles convexes avec une précision arbitraire. Un sous-pavage régulier est un
sous-pavage généré par bissections successives et il peut être facilement représenté par un arbre binaire.

L’algorithme (inspiré de [104]) peut se résumer ainsi :
1. partitionnement du domaine en sous-pavés réguliers non-minimaux de telle façon que la longueur de

chaque boîte est inférieure à ε
2. détermination de la liste L d’ensembles disjoints connexes (µ)-SM-identifiables (pour chaque sous-pavés

réguliers, et étant donné une fonction d’inclusion, les images de boîtes de longueur ε sont calculées et
comparées)

3. régularisation de la liste L en sous-pavés réguliers.
Dans l’étape 2, la détermination des ensembles SM-identifiables est basée sur deux sous algorithmes. Le premier
permet de déterminer le second optimum d’une fonction dans un intervalle, ce qui permet de délimiter éven-
tuellement un ensemble SM-identifiable. Le deuxième vérifie quels sont les ensembles connexes d’une liste.
L’étape 3 est importante et a nécessité de modifier l’algorithme proposé dans [104] section 3.4.2. Cet algorithme
peut s’appliquer à une liste de boîtes se chevauchant ou non. Or, comme on peut le voir sur les figures 2.7, la
liste initiale de boîtes se chevauchant (figure de gauche) est incluse dans un sous-pavage régulier.
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Figure 2.7 – À gauche est représenté une liste L de boîtes se chevauchant. À droite est représenté un sous-
pavage régulier externe contenant L.

Les images de fonctions réelles rationnelles sont surestimées, parfois de façon importante dans le cadre de
l’analyse par intervalle. Ainsi, des domaines qui ne sont pas SM-identifiables pourraient être inclus dans des
domaines SM-identifiables. La dernière étape a donc été ajoutée pour limiter les effets de surestimation et
obtenir un sous-pavage régulier. Un exemple est donné à la figure 2.8. La figure 2.8(a) représente la liste initiale
de boîtes se chevauchant, la figure 2.8(b) le sous-pavage régulier obtenu à l’étape 2 de notre algorithme, la figure
2.8(c) le sous-pavage obtenu à l’étape 3 après régularisation.

Exemple 2.5.4. Considérant l’équation de Bernoulli ẏ(t) =−p2
1y(t)+p2

2y(t)2, l’algorithme appliqué à l’équation

ϕ :R2→R2, ϕ(p) =

 p2
1

−p2
2

 avec une précision ϵ= 0.05 a donné la figure 2.9. En rouge est représenté l’ensemble

µ-SM-identifiable et en gris et noir les ensembles SM-identifiables.

2.5.4 Estimation des paramètres par des méthodes ensemblistes et propriétés
Dans cette section, je vais présenter le problème d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste ainsi

que deux propriétés que nous avons introduites : la propriété de robustesse et la propriété de consistance.
Dans le cadre de l’estimation paramétrique classique, on dispose d’une série de données bruitées ym(ti), i=

0, . . . ,h (ym(.) ∈Rm) générées par un système physique sur l’intervalle [0,T ]. Le problème consiste alors à trou-
ver le vecteur de paramètre p∗ du modèle mathématique telles que ses sorties soient le plus proches possibles,
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Figure 2.8 – (a) : liste de boîtes se chevauchant, (b) : sous-pavage régulier externe (c) : sous-pavage régulier
interne
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Figure 2.9 – En rouge est représenté l’ensemble µ-SM-identifiable et en gris et noir les ensembles SM-
identifiable.

en un certain sens, des mesures. La méthode des moindres carrés est une méthode très utilisée et se formule de
la façon suivante :

p∗ = argmin
p∈UP

th∑
t=t0

∥ym(t)−y(t,p)∥2.

Dans le cadre ensembliste, les données sont supposées variées dans un intervalle borné traduisant les incertitudes
que l’utilisateur peut avoir sur leurs valeurs. Les bornes des intervalles peuvent être définies à partir du bruit
de mesure ou de la précision des appareils et on a ym(ti) ∈ Ym(ti), i = 0, . . . ,h, les Ym(ti) étant des ensembles
connexes de Rm. L’estimation des paramètres par des méthodes ensemblistes consiste à trouver l’ensemble des
vecteurs de paramètres P ⊆ Rp telles que les trajectoires générées par P coïncident avec des trajectoires des
données expérimentales, plus précisément :

p∗ ∈ P ⇔ y(ti,p∗) ∈ Ym(ti),∀i= 0, . . . ,h.
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P est appelé l’ensemble des paramètres réalisables . Ces problèmes sont généralement résolus avec une
méthode d’arborescence de type branch and bound. L’espace des paramètres étant partitionnés, l’ensemble des
trajectoires générées par chacune de ces partitions est comparé aux trajectoires mesurées. Le sous-ensemble de
paramètres est alors soit réalisable, non réalisable ou indéterminé. Les ensembles non réalisables sont exclus alors
que les ensembles indéterminés sont partitionnés et testés pour déterminer s’ils sont réalisables. L’algorithme
réitère le processus jusqu’à ce que le diamètre des solutions candidates soit plus petit ou égal à un seuil ε donné
par l’utilisateur.

ε est appelé le seuil de précision de l’algorithme. L’algorithme SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis)
[105] rappelé dans l’annexe 6.3, section 6, utilise ce principe dans le cadre de l’analyse par intervalle. Le nombre
de bissections ou de partitions du domaine est en général très important. Des algorithmes utilisent des techniques
de propagation de contraintes pour réduire la dimension des sous-ensembles ou boîtes à tester. Dans ce contexte,
le modèle est interprété comme l’ensemble des contraintes d’un problème de satisfaction de contraintes (CSP ).
Pour le résoudre, différents types de contracteurs peuvent être utilisés [34].

Il est à noter que ces algorithmes, indépendamment du temps de calcul, fournissent des solutions garanties.
La solution retournée est une sur-estimation de l’ensemble des paramètres réalisables et est l’union convexe d’un
ou plusieurs ensembles candidats dits réalisables et indéterminés (cf. [104]).

Regardons sur un exemple les problèmes qui peuvent être rencontrés.

Exemple 2.5.5. Considérons le modèle :
ẋ1 = (p1 +2(1−p2)cos(p1))x2

1 +(1−p2)x2,

ẋ2 = sin(p1)x1,

y = x1,

(2.50)

où (p1,p2) ∈ [−1,4]× [0,1/10] = UP .
En posant c1 = sin(p1), avec l’ordre d’élimination {c1,p2}< {y}< {x1,x2}, l’algorithme de Rosenfeld-Groebner
donne le polynôme différentiel :

R(y,u) = ÿ−2(p1 +2(1−p2)cos(p1))ẏy− (1−p2)sin(p1)y. (2.51)

Le déterminant fonctionnel est réduit à △R(y) = det(ẏy,y) =−y2ÿ et n’est pas identiquement nul.
En étudiant l’injectivité de la fonction ϕ : (p1,p2)→ (p1 +2(1−p2)cos(p1),(1−p2)sin(p1)) et grâce à l’algorithme
que nous avons développé et rappelé à la section 2.5.3.3, nous obtenons la figure 2.10 (à droite). Ainsi UP =
[−1,4]× [0,1/10] est partitionné en deux domaines : le domaine rouge sur lequel la fonction ϕ est partiellement
injective et donc ce domaine est µ-SM-identifiable et deux sous-ensembles blancs pour lesquels leur image par ϕ
a une intersection non vide.
Or tout algorithme d’optimisation est défini selon une précision ε (ou un seuil) que ce soit la précision machine
ou la précision décidée par l’utilisateur. Pour savoir s’il permet de conserver le nombre d’ensembles solutions,
on a cherché à répondre aux deux questions suivantes. Si deux ensembles de paramètres sont distants de moins
de ε, quelles sont les conditions sur le système et la précision de mesure pour décider si

— P est composé d’un seul ensemble connexe ou non ?
— les trajectoires calculées sont distinguables au sens de la précision de mesure ?

La première question nous a conduit à définir la robustesse d’un problème d’estimation de paramètres dans le
cadre ensembliste et la deuxième la ε-consistance.

Comme dans le cadre de l’estimation paramétrique classique, on souhaite savoir si lors d’un problème d’es-
timation de paramètres dans le cadre ensembliste, P est réduit à un seul ensemble connexe, cette propriété
indiquant que le problème est bien posé mathématiquement. Aussi, nous avons introduit la définition suivante
de robustesse qui est représentée à la figure 2.11.

Définition 13. Un problème d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste est dit robuste si P ⊆ UP
est réduit à un seul ensemble connexe. Dans ce cas, P est dit également robuste.

Étant donné un algorithme d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste avec un seuil de précision
ε, on note Pε l’ensemble solution. Nous allons regarder les propriétés de Pε par rapport à P (voir la figure 2.12).

Définition 14. Supposons que P est égal à l’union de κ ≥ 1 ensembles connexes deux à deux disjoints, alors
l’ensemble solution Pε est dit ε-consistant si Pε est égal à l’union de κε ensembles connexes deux à deux disjoints
et κε = κ.

La précision fixée des algorithmes peut conduire à une surestimation de P. Dans ce cas, κε < κ, c’est à dire
une au moins des composantes de Pε contient plusieurs ensembles composant P.

La robustesse est analysée à la section 2.5.5 et la ε-consistance à la section 2.5.6. Un exemple dans cette
dernière section permettra de tester numériquement la ε-consistance par rapport à la précision ε de l’algorithme.
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Figure 2.10 – A gauche, une boule de diamètre ε comprise entre P1 et P2 définit la limite à partir de laquelle
l’algorithme ne peut plus les distinguer. À droite, le domaine de paramètres a été partitionné en deux sous-
domaines : en rouge les sous-domaines µ-SM-identifiables ; en noir, les sous-domaines SM-identifiables ; en blanc,
les domaines ayant la même image. Quelle doit être la valeur de ε sur la figure de gauche et les conditions sur
le système pour que les trajectoires calculées soient distinguables au sens de la précision de mesure ?

2.5.5 Robustesse
La condition de robustesse est liée à la condition de SM-identifiabilité. En effet, par définition, si P est

globalement SM-identifiable, les trajectoires de (2.46) générées à partir de P sont distinctes des trajectoires
générées par le complémentaire Pc = UP −P. De plus, P étant connexe, il est robuste. Réciproquement, si P
est robuste, par définition il est globalement SM-identifiable. D’où la proposition suivante.

Proposition 12. Considérons le système (2.46) et supposons que l’ensemble P ⊆ UP est l’ ensemble des para-
mètres réalisables d’un problème d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste pour (2.46), alors P est
robuste si et seulement si P est globalement SM-identifiable.

Si, en plus d’être SM-identifiable, P est µ-SM-identifiable alors P préserve la robustesse quand l’erreur sur
les données diminue. Dans ce cas, P est dit µ-robuste pour (2.46).

Proposition 13. Étant donné l’ensemble des données Ym(ti), i= 1, . . . ,h, supposons que P est robuste. Alors, si
P est µ-SM-identifiable pour (2.46), l’ensemble des paramètres réalisables du même problème avec des ensembles
de données contractées µi(Ym(ti)), i= 1, . . . ,h, où les µi sont des contractions, est également robuste.

Si un problème d’estimation de paramètres est formulé tel que l’ensemble des paramètres réalisables P est
dans UP , nous pouvons désormais décider si P est robuste ou non. En reprenant l’exemple 2.5.5, toute partie
connexe rouge est µ-robuste et toute partie connexe noire est robuste.

2.5.6 La ε-consistance
La ε-consistance définie à la définition 14 est une propriété de l’ensemble solution Pε retournée par un

algorithme d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste avec une précision seuil ε. Parmi les problèmes
qui impactent la ε-consistance, nous avons regardé deux problèmes en particulier :

— l’algorithme d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste peut ne pas être capable de séparer
des ensembles disjoints connexes de P en testant des ensembles de solutions candidats topologiquement
pertinents,

— les trajectoires issues de paramètres solution peuvent ne pas être distinguées des trajectoires issues de
paramètres non-solution, compte tenu de la précision des capteurs.

Si P est robuste, il est réduit à un seul ensemble connexe. D’après le principe des algorithmes branch and
bound, l’ensemble solution Pε est donc réduit à un seul ensemble connexe même si c’est une surestimation de
P. Ainsi, l’ensemble solution Pε est ε-consistant pour tout ε.
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Figure 2.11 – Représentation d’un problème d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste. P est
l’ensemble des paramètres réalisables donc consistants avec l’ensemble des données. Il est dit robuste s’il est
réduit un seul ensemble connexe.

Figure 2.12 – Représentation d’une problématique lorsqu’on résout un problème d’estimation de paramètres
dans le cadre ensembliste. Ce type de problème peut renvoyer une sur-estimation de l’ensemble P . Ici, l’ensemble
P des paramètres réalisables est constitué de 2 ensembles connexes disjoints. Si l’algorithme renvoie deux
ensembles solutions, l’ensemble solution Pε est dit consistant.

35



Supposons maintenant que P n’est pas robuste et consiste en κ ensembles mutuellement disjoints Pi, i =
1, . . . ,κ. Le fait que l’algorithme est capable de séparer les Pi est un problème topologique impliquant la distance
entre les Pi et le diamètre des plus petits ensembles solutions candidats donnés par l’algorithme branch and
bound. Une condition nécessaire pour qu’un ensemble solution Pε soit ε-consistant est que d(Pi,Pj)> ε, pour
tout i, j = 1, . . . ,κ, i ̸= j.

Considérons maintenant le second problème concernant les ensembles de sorties de données Ym(ti), i =
0, . . . ,h, fournies par des capteurs dont la précision est de λ, i.e. vmes = v±λ où v est la vraie valeur et vmes
la valeur mesurée. Dans ce cas, deux trajectoires y(.,p) et y(., p̄) doivent être distantes de λ, i.e. être telles
qu’il existe t ∈ [t0,T ], ∥ y(t,p)−y(t, p̄) ∥∞> λ, pour être distinguables. Si on ne peut distinguer les trajectoires
provenant de paramètres qui ne sont pas solutions et celles provenant de paramètres solutions Pi alors Pε,
l’ensemble solution renvoyé par l’algorithme, peut ne pas être ε-consistant.

La proposition suivante dont la preuve est basée sur le lemme de Gronwall montre que, sous certaines
conditions, y est lipschitz continue par rapport au vecteur de paramètres. Elle donne explicitement la constante
de Lipschitz Ky,p. Cette proposition permet également de déterminer la distance maximale entre deux vecteurs
de paramètres p et p̄ pour que la distance entre les trajectoires y(t,p) et y(t, p̄) soit inférieure à λ.

Rappelons que, si une fonction g est réelle et analytique sur M , un ensemble ouvert de Rn, pour tout
ensemble compact K ⊂M , il existe une constante K > 0 telle que pour tout x dans K, on a la majoration
suivante :

∥ dg
dx

(x) ∥∞≤K,

f et h définissant le modèle (2.46) sont suposées être réelles et analytiques sur M . Si x ∈ K, K un compact,
alors f et h sont Lipschitz continues selon x.

Considérons les hypothèses suivantes :
i) f et h définies sur [t0,T ]×UP sont Lipschitz continues selon p et telles que leurs constantes de Lipschitz

sont notées Kf,p et Kh,p respectivement ;
ii) la solution x(t,p) de (2.46) est dans le compact K ;
iii) si les conditions initiales dépendent de p, la fonction p 7→ x(t0,p) est supposée être Lipschitz continue

selon p et sa constante de Lipschitz est notée Kx0,p.
Proposition 14. Supposons que les conditions i), ii), et iii) sont vérifiées. Alors y est Lipschitz continue selon
p et sa constante de Lipschitz Ky,p est donnée par :

Ky,p =Kh,x(Kx0,p+Kf,p(T − t0))eKf,x(T−t0) +Kh,p.

Si les conditions initiales ne dépendent pas de p, Ky,p est donnée par :

Ky,p =Kh,xKf,p(T − t0)eKf,x(T−t0) +Kh,p.

De plus, les deux trajectoires y(.,p) et y(., p̄) vérifient :(
∀p, p̄ ∈ UP , ∥ p− p̄ ∥≤

λ

Ky,p

)
⇒ (∀t ∈ [t0,T ], ∥ y(t,p)−y(t, p̄) ∥∞≤ λ) .

Ce résultat signifie également que Pi formant une partie de P générera des trajectoires qui ne seront pas
distinguables de celles générées par son voisinage.

La proposition suivante donne une condition pour avoir la non ε-consistance.
Proposition 15. Soit le système (2.46) et les hypothèses i), ii), iii). Supposons que P n’est pas robuste et
est constitué de κ ensembles connexes mutuellement disjoints Pi, i = 1, . . . ,κ. Soit λ la distance minimale per-
mettant de distinguer les trajectoires et ε la précision de l’algorithme d’estimation de paramètres dans le cadre
ensembliste.
Si d(Pi,Pj)≤ ε+ 2λ

Ky,p
, pour tout i, j = 1, . . . ,κ alors l’ensemble solution Pε retourné par l’algorithme d’estima-

tion de paramètres dans le cadre ensembliste n’est pas ε-consistant.
Remarque 13. La réciproque est vraie si la fonction d’inclusion P → [Y ](P ) utilisée dans l’algorithme d’esti-
mation (d’estimation de paramètres dans le cadre ensembliste) pour prédire l’ensemble des trajectoires générées
par un ensemble de paramètres candidat P est telle que [Y ](P ) = Y (P ), ce qui est rarement le cas.
Exemple 2.5.6. Considérons le système suivant défini sur [0,T ] :

ẋ1(t,p) = cos(p)x2(t,p), x1(0) = ( 1√
2 +1)/2,

ẋ2(t,p) =−x1(t,p)cos(p)+
(
1−x1(t,p)2−2x2(t,p)2)x2(t,p), ,x2(0) = 0,

y(t,p) = x1(t,p).

(2.52)
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Les fonctions f et h son définies par f(x,p) = (cos(p)x2,−x1 cos(p) + (1− x2
1− 2x2

2)x2)T , et h(x,p) = x1 où
x= (x1,x2)T et T représente la transposée du vecteur considéré. La solution (x1(t),x2(t))T reste dans l’anneau
R défini par les deux cercles centrés en (0,0) de rayons 1√

2 et 1 respectivement. Pour déterminer les constantes de
Lipschitz, considérons z= (z1,z2)T ∈R. Clairement, Kh,p = 0, Kh,x = 1 et Kf,p = 1 comme ∥ x ∥=∥ (x1,x2)T ∥<
1. Pour Kf,x, en ordonnant les termes et en ajoutant x2

1z2−x2
1z2 à la ligne 3, nous obtenons :

∥ f(x,p)−f(z,p)∥1 ≤ |cos(p)|(|x2−z2|+ |x1−z1|)+ |x2−z2|+ |(x2
1−2x2

2)x2− (z2
1−2z2

2)z2|

≤ (|x1−z1|+2|x2−z2|)+ |x2
1x2−x2

1z2 +x2
1z2−z2

1z2−2(x3
2−z3

2)|

≤ (|x1−z1|+2|x2−z2|)+x2
1|x2−z2|+ |z2||x2

1−z2
1 |+2|x3

2−z3
2 |.

(2.53)

Comme |x1|< 1, |z1|< 1, nous en déduisons d’une part que |x2
1−z2

1 | ≤ |x1−z1|(|x1|+ |z1|)≤ 2|x1−z1| et d’autre
part que |z3

2−x3
2|= |x2−z2||z2

2 +2x2z2 +x2
2| ≤ 4|x2−z2|. Ainsi

∥ f(x,p)−f(z,p)∥1 ≤ (|x1−z1|+2|x2−z2|)+ |x2−z2|+2|x1−z1|+8|x2−z2| ≤ 11∥x−z∥1. (2.54)

En utilisant l’équivalence de la norme 1 et de la norme infinie, il vient :

∥f(x,p)−f(z,p)∥∞ ≤ 22 ∥ x−z ∥,

et donc Kf,x = 22. D’après la proposition 14, la constante de Lipschitz Ky,p est égale à Te22T . Supposons
que T = 1, que la précision du capteur est λ = 0,01 et que le seuil de précision de l’algorithme d’estimation
de paramètres dans le cadre ensembliste est égal à ε = 10−16. Alors d’après la Proposition 15, si pour tout
i, j ∈ {1, . . . ,κ}, i ̸= j, d(Pi,Pj) ≤ ε+ 2λ

Ky,p
≃ 10−16 + 5,579.10−12 ≃ 5,579.10−12, l’ensemble solution n’est pas

ε-consistant. Ainsi, si cette distance est inférieure à ε+ 2λ
Ky,p

, le nombre d’ensembles renvoyés par l’algorithme
sera inférieur au nombre attendu d’ensembles solutions.

2.5.7 Estimation des paramètres dans le cadre ensembliste
2.5.7.1 Une enveloppe de la solution initiale

En reprenant les notations de la partie 2.4, nous avons étendu les méthodes d’estimation de paramètres
au cadre de l’analyse par intervalle. Nous avons supposé que les bruits de mesure et les incertitudes sur les
paramètres p ∈ P , P étant un vecteur d’intervalle, étaient pris en compte dans le bruit de la sortie y. Ce bruit
est supposé additif et borné η(t)∈ [η(t)]. Γj(P ) obtenu à partir de γj(p) en substituant p par l’ensemble connexe
P est alors un ensemble connexe. Les problèmes d’estimation proposés dans la partie 2.4 se ré-écrivent de la
façon suivante.

1. Méthode basée sur les polynômes ES
Le système (2.11) peut s’interpréter dans le cadre ensembliste de la façon suivante

[A][γ] = [b] (2.55)

où [A]k = ([mj(yk,uk)])j=1,...,q and [bk] = −[m0(yk,uk)]. L’ensemble des solutions du système (2.55)
défini par le vecteur intervalle (Γj(P ))1≤j≤q peut être trouvé en résolvant le système

0 ∈ [A][γ]− [b]. (2.56)

2. Méthode basée sur les polynômes intégro-differentiels
Le système (2.15) interprété dans le cadre ensembliste s’écrit

[Aψ][γ] = [bψ] (2.57)

où [Aψ]i =
(

[
∫ ti+ϵ

ti−ϵ
mj(y,u)(s)ψi(s)ds]

)
j=1,...,q

et [b]ψi = −[
∫ ti+ϵ

ti−ϵ
m0(y,u)(s)ψi(s)ds]. Les solutions de

ce système peuvent être obtenues en résolvant le système suivant (γ = (γj)k=1,...,q)

0 ∈ [Aψ][γ]− [bψ]. (2.58)

La question qui vient naturellement est de savoir quelles sont les conditions pour que l’ensemble solution
du système [Aψ][γ] = [bψ] contient l’ensemble solution du système [A][γ] = [b] ? Le système (2.15) peut-
être vu comme un système perturbé du système (2.11). Ainsi, une condition pour que les ensembles
solutions du système (2.58) enveloppent les ensembles solutions de (2.56) est que 0 ∈ [δA][γψ]− [δb] (voir
[197]).
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2.5.7.2 Application

Les fonctions tests sont celles de la partie 2.4.2.4 et l’enveloppe de
∫ b

a
f(s)ds est obtenue en étendant la

méthode classique des trapèzes au cadre ensembliste. Elle est notée I[a,b](f). Enfin, l’enveloppe des dérivées est
calculée en utilisant les différenciateurs HOSM [124, 172] avec les paramètres λ0 = 3, λ1 = 0.2 et λ2 = 0.1.

L’exemple choisi est celui de deux réservoirs couplés l’un au dessus de l’autre par

ẋ1(t,p) = a1u(t)−a2
√
x1(t,p),

ẋ2(t,p) = a3
√
x1(t,p)−a4

√
x2(t,p),

y1(t,p) =
√
x1(t,p),

y2(t,p) =
√
x2(t,p),

(2.59)

où p= (ai)i=1,...,4,ai ̸= 0, est le vecteur de paramètre, x= (x1,x2)T représente le vecteur d’état et correspond
au niveau d’eau dans chaque réservoir. u ̸≡ 0 est le vecteur d’entrée. Le niveau d’eau dans les réservoirs peut
varier entre 0 et 10.

Pour utiliser l’algorithme de Rosenfeld-Groebner implementé dans Maple 16, nous avons ajouté les variables
auxiliaires z1(t,p) =

√
x1(t,p) et z2(t,p) =

√
x2(t,p) et le modèle contenant quatre fautes est ré-écrit

ẋ1(t,p) = a1u(t)−a2 z1(t,p),

ẋ2(t,p) = a3 z1(t)−a4 z2(t,p),

z1(t,p)2 = x1(t,p), z2(t,p)2 = x2(t,p),

y1(t,p) = z1(t,p), y2(t,p) = z2(t,p),

(2.60)

D’après l’algorithme de Rosenfeld-Groebner, les polynômes entrée-sortie sont :

R1(y,u,p) =−a1u+a2 y1 +2y1 ẏ1,

R2(y,u,p) = a4 y2−a3 y1 +2y2 ẏ2
(2.61)

Le déterminant fonctionnel ∆R1 = uẏ1− u̇y1 n’est pas identiquement nul tant que u ̸= 0. Donc ∆R2 = y2ẏ1− ẏ2y1
n’est pas identiquement nul si u ̸= 0 et la fonction ϕ : (a1,a2,a3,a4) 7→ (a1,a2,a4,a3) étant clairement injective,
tout sous-ensemble connexe P ∗ inclus dans l’ensemble des paramètres admissibles est µ-SM-identifiable.

1. Méthode basée sur les polynômes ES
En notant y(1)

1,p(tk) (resp. y(1)
2,p(tk)) l’estimée de ẏ1(tk) (resp. ẏ2(tk)), le premier système à résoudre est

[A1][γ] = [b1] où
[A1]k = ([−u(tk)], [y1(tk)]),

[b1]k = [−2y1(tk)y(1)
1,p(tk)].

(2.62)

Le second système est composé de la matrice intervalle [A2] et du vecteur intervalle [b2] tel que [A2]i =
([−y1(ti)], [y2(ti)]) et [b2]i = [−y2(ti)y2,p(ti)].

2. Méthode basée sur les polynômes intégro-differentiels
Le premier système à résoudre est [Aψ1 ][γ] = [bψ1 ] où

[Aψ1 ]i = ([−I[ti−ϵ,ti+ϵ](uψi)], [I[ti−ϵ,ti+ϵ](y1ψi)]),

[bψ1 ]i = [I[ti−ϵ,ti+ϵ](y
2
1ψ̇i)].

(2.63)

Le deuxième est composé de [Aψ] et [bψ] tel que

[Aψ2 ]i = ([−I[ti−ϵ,ti+ϵ](y1ψi)], [I[ti−ϵ,ti+ϵ](y2ψi)]),

[bψ2 ]i = [I[ti−ϵ,ti+ϵ](y
2
2ψ̇i)].

(2.64)

Pour les tests de simulation, les paramètres sont a1 = 0.2, a2 = 0.05, a3 = 0.1 et a4 = 0.1. les bornes de
l’intervalle pour η(t) sont données par [−0.1 0.1]. Les intervalles initiaux pour les paramètres sont p0 = [0;5] et
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Figure 2.13 – À gauche est représenté le niveau d’eau dans le réservoir supérieur ; à droite, le niveau d’eau
dans le réservoir supérieur.

le seuil de bissection pour l’algorithme SIVIA est de 0.025 pour chaque paramètre. Les figures 2.13 représentent
les niveaux d’eau des réservoirs supérieurs et inférieurs.

Les méthodes d’estimation ont été appliquées à l’intervalle de temps [0,20] avec une discrétisation (ti)i=1,...,M
de pas égal à 0.1.

Les résultats obtenus à partir de la première méthode sont donnés aux figures 2.14 et 2.15. Le temps de
calcul est de 24.00 secondes. Ceux de la deuxième méthode sont représentés aux figures 2.16 et 2.17 et le temps
de calcul est de de 16.41 secondes.
Les boîtes rouges sont les boîtes qui ont été rejetées, en jaune, les boîtes indéterminées, c’est à dire les boîtes
contenant des solutions mais dont la longueur est plus petite que la condition d’arrêt. Enfin, les boîtes vertes
ne contiennent que des solutions.

Le boîtes vertes contiennent les valeurs exactes des paramètres en utilisant la première ou la seconde méthode.
Cependant, la deuxième méthode fournit des solutions beaucoup moins conservatives, i.e. les régions vertes et
jaunes sont plus petites.

Les tableaux 2.3 et 2.4 donnent le pourcentage de boîtes initiales éliminées par rapport aux domaines S (boîtes
de solution et indéterminées) et S (boîtes de solution uniquement), respectivement définis dans l’équation (6.10).

Le pourcentage éliminé %p est calculé par %p = 1− w([p])
w([p0]) où w([α]) est la largeur de l’intervalle [α].

Paramètres %pmethod1 %pmethod2

a1 86.00 95.00

a2 90.00 97.00

a3 82.00 89.00

a4 70.00 91.00

Table 2.3 – Pourcentage de boîtes éliminées pour les deux méthodes (boîtes indéterminées et solutions).

2.6 Identifiabilité dans le cadre des équations aux dérivées partielles
(EDP)

Suite à mes travaux sur l’identifiabilité dans les systèmes d’EDOs, il m’a paru intéressant de voir si il était
possible de généraliser la méthode entrée-sortie aux systèmes d’EDPs et quels en seraient les limites. En effet,
étant donné un système d’EDOs et/ou d’EDPs, il est toujours possible, du moins formellement, d’utiliser l’al-
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Figure 2.14 – Représentation des solutions du système
(2.62) par rapport aux paramètres admissibles a1, a2
(a1 sur l’axe x, a2 sur l’axe y). Les boîtes rouges sont
les boîtes qui ont été rejetées, en jaune, les boîtes indé-
terminées, c’est à dire les boîtes contenant des solutions
mais dont la longueur est plus petite que la condition
d’arrêt. Enfin, les boîtes vertes ne contiennent que des
solutions.

Figure 2.15 – Représentation des solutions par rapport
aux paramètres admissibles a3, a4 pour la méthode 1 (a3
sur l’axe x, a4 sur l’axe y).

Figure 2.16 – Représentation des solutions du système
(2.63) par rapport aux paramètres admissibles a1, a2
(a1 sur l’axe x, a2 sur l’axe y). Les boîtes rouges sont
les boîtes qui ont été rejetées, en jaune, les boîtes indé-
terminées, c’est à dire les boîtes contenant des solutions
mais dont la longueur est plus petite que la condition
d’arrêt. Enfin, les boîtes vertes ne contiennent que des
solutions.

Figure 2.17 – Représentation des solutions par rapport
aux paramètres admissibles a3, a4 pour la méthode 1 (a3
sur l’axe x, a4 sur l’axe y).

gorithme de Rosenfeld-Groebner en dérivant par rapport au temps. La difficulté dans cette méthode consiste
alors à obtenir un polynôme ES bien défini au sens de la régularité de la solution du modèle initial. En effet,
il apparaît souvent que le polynôme contient des dérivées en la sortie d’ordre plus élevé que la régularité de
la solution. Pour utiliser tout de même ces relations polynômiales aussi bien d’un point de vue théorique que
numérique, nous avons été amené à construire de nouvelles relations adaptées au problème initial. L’exemple
qui nous a guidé pour écrire les articles [200, 229, 228] et définir un cadre général pour les EDP est celui de la
transmission du chikungunya à l’homme. En effet, le simple modèle EDO ne prend pas en compte un phéno-
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Paramètres %pmethod1 %pmethod2

a1 93 95.80

a2 93 97.60

a3 92.20 93.00

a4 88.00 93.60

Table 2.4 – Pourcentage de boîtes éliminées pour les deux méthodes (boîtes solutions).

mène important dans les maladies épidémiologiques qui est la ré-émergence de la maladie du fait de la mobilité
humaine. Pour spatialiser ce modèle, nous avons choisi d’ajouter un terme de diffusion comme dans [149] ou
[127] et de considérer sa solution dans L2.
Dans la littérature, l’identifiabilité dans les systèmes d’équations aux dérivées partielles porte essentiellement
sur les problèmes sources ou le problème de Calderòn (voir [5, 56, 71, 88, 150, 191, 224]). Ceux-ci consistent à
identifier un terme source ou à déterminer un paramètre variable en espace à partir de mesures au bord. Dans
notre cas, nous avons supposé que la solution est connue sur tout le domaine ou sur une partie de celui-ci. Même
si cette hypothèse semble moins considérée dans la littérature, on trouve quelques travaux. Par exemple, les au-
teurs de [48, 221] ont proposé une étude d’identifiabilité sur un modèle de réaction-diffusion en épidémiologique
de type SIS (Susceptible - Infecté - Susceptible) en utilisant une méthode de contrôle optimale. Dans [157],
les auteurs utilisent des relations entrée-sortie pour étudier l’identifiabilité d’un système d’équations intégro-
différentielles non linéaires de type équation de transport. Une approche basée sur la théorie des semi-groupes
pour identifier le taux de mortalité dans un modèle de population structuré en âge a été proposé par [158]. Dans
le cas de systèmes couplés d’ODEs et d’EDPs, une étude d’identifiabilité a été faite dans [122] en utilisant les
estimateurs de type Carleman. Dans [189], les auteurs ont utilisé une approche basée sur l’algèbre différentielle
lorsque le modèle EDP est un modèle de population structuré en âge par rapport au début de l’infection.

2.6.1 Notations
Cette première partie introduit les notations utiles pour la suite de la section où on considérera
— Ω un domaine borné de Rn et C2 au bord ;
— Cl([0,∞);C(Ω)) l’espace des fonctions continues par morceaux de [0,∞) sur C(Ω) et C1

l ([0,∞);C(Ω))
l’espace des fonctions différentiables par morceaux de [0,∞) sur C(Ω) ;

— TF la distribution régulière de F qui est une fonction localement intégrable ;
— H2

N (Ω) := {v ∈H2(Ω) | ∂v∂ν = 0 on ∂Ω}, où ν est le vecteur normal unitaire sortant de ∂Ω ;

— ⟨f⟩ := 1
| Ω |

∫
Ω
f(x)dx où f ∈ L1(Ω).

2.6.2 Le modèle considéré
Le type de modèle que nous avons considéré est un modèle maître-esclave de deux espèces. Sa particularité

est que l’espèce esclave se déplace contrairement à l’espèce maître. Ce type de modèle peut s’appliquer par
exemple au modèle de transmission du Chikungunya. En effet, dans la majorité des cas, le vecteur de transmis-
sion, c’est à dire le moustique tigre ne se déplace que très peu par rapport à l’homme.

Le modèle maître est alors un système d’EDOs s’écrivant : ∂tζ = F (t,ζ), in (0,∞),

ζ(0) = ζ0.
(2.65)

où ζ0 ∈ C(Ω) et F : R×Rp → Rp est continue par morceaux en la première composante et lipschitzienne
par rapport à la seconde composante. D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution
différentiable par morceaux ζ telle que ζ ∈ C1

l

(
[0,∞);C(Ω)

)
.

Le modèle esclave est quant à lui un système d’équations de réaction-diffusion défini sur l’espace de Banach
X := C(Ω;Rq0)×L2(Ω;Rq1) et qui dépend de la solution ζ du modèle maître : ∂tU +BU = G(t,ζ,U), in (0,∞),

U(0) = U0,
(2.66)
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où U0 ∈X et l’opérateur diagonal B := diag(Bi) sur X satisfait :
— pour tout i ∈ {1, . . . , q0}, Bi := I,
— pour tout i ∈ {q0 + 1, . . . , q} (où q := q0 + q1), Bi := diA+ bi avec di, bi > 0 et A est la réalisation du

Laplacien dans L2(Ω) avec des conditions homogènes de Neumann sur le bord ∂Ω.
Ainsi, (2.66) est composé de q0 EDOs, q1 EDPs et qui sont couplées.

De plus, G(t,ζ, ·) est un opérateur non linéaire de D(Bη) dans X où 0< η < 1, qui satisfait la condition de
type lipschitz suivante : il existe une fonction croissante ϕ telle que, pour tout intervalle compact I sur lequel
ζ est différentiable et pour tout couple (t,U),(s,V ) ∈ I×D(Bη), G vérifie

∥G(t,ζ,U)−G(s,ζ,V )∥X ≤ ϕ(∥U∥X +∥V ∥X)

×
[
∥Bη(U −V )∥X +(∥BηU∥X +∥BηV ∥X +1)(|t−s|+∥U −V ∥X)

]
,

(2.67)

où ∥ · ∥X est la norme de X.
Une simple adaptation du Théorème 4.4 de [222] (p. 188 et p. 199 pour le cas non autonome) implique qu’il

existe TU0 > 0 tel que (2.66) admet une unique solution locale

U ∈ Cl([0,TU0 ];D(B))∩C1
l ((0,TU0 ];X).

Notons que U est continue et différentiable par morceaux due à sa dépendance à ζ.
De plus, s’il existe CU0 > 0 telle que la solution locale U vérifie

∥U(t)∥2 ≤ CU0 , (2.68)

sur tout intervalle compact I où U est continue par rapport au temps, alors U est une solution globale c’est à
dire :

U ∈ Cl([0,∞);D(B))∩C1
l ((0,∞);X).

Soit θ := (θa,θb) ∈ L∞(Ω;Up), où Up est un sous-ensemble ouvert de Rp, et le vecteur sortie. Les modèles
(2.65) et (2.66) peuvent se ré-écrire :

(Γa)


∂tζ(t,θa) = f(t,ζ,θa), t ∈ [0,∞),

ya(t,θa) = ha(ζ), t ∈ [0,∞),
(2.69)

complété des conditions initiales ζ(t= 0,θa) = ζ0, et

(Γb)


∂tU(t,θb)+B(θb)U(t,θb) = g(ζ,U,θb), t ∈ [0,∞),

yb(t,θb) = hb(ζ,U), t ∈ [0,∞),
(2.70)

complété des conditions U(t= 0,θb) = U0 et telles que :
— f := (f1, . . . ,fp) où fi, 1≤ i≤ p, est une fonction rationnelle en ζ et θa,
— g := (g1, . . . ,gq) où gi, 1≤ i≤ q, est une fonction rationnelle en ζ, U et θb,
— ha := (ha,1, . . . ,ha,ma) (resp. hb := (hb,1, . . . ,hb,mb)) où ha,i, 1≤ i≤ma (resp. hb,i, 1≤ i≤mb), sont des

fonctions rationnelles en ζ (resp. ζ et U).

Par la suite, (Γθ) désignera (Γa) ou (Γb).

2.6.3 Cas général
La définition classique de l’identifiabilité (1) a été adaptée à notre problème. En effet, les paramètres peuvent

être des données spatiales. La définition est la suivante :

Définition 15. Le modèle (Γθ) est identifiable en θ si il existe un temps t1 > 0 et un sous-ensemble Ω̄ de Ω tel
que, pour tout θ, θ̃ ∈ L∞(Ω;Up), nous avons

∀ (t,x) ∈ [0, t1]× Ω̄, y(t,θ)(x) = y(t, θ̃)(x) =⇒ θ = θ̃.

Ainsi, pour qu’un modèle soit identifiable, il doit exister un intervalle de temps et un domaine tel que deux
jeux de paramètres distincts ne généreront pas les mêmes sorties. Cette définition peut-être facilement étendue
à des sorties continues par morceaux en considérant l’identifiabilité du modèle sur chaque sous intervalle sur
lequel les sorties sont définies.
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Là encore, l’étude va se ramener à étudier les coefficients de polynômes en les sorties et les entrées du modèle.
Ces derniers peuvent être obtenus grâce à un logiciel de calcul formel. Toutefois, dans ce cas, la procédure
d’élimination est faite de façon formelle et ne nous garantit pas que la fonction polynômiale associée au polynôme
entrée-sortie soit bien définie par rapport à la régularité de la solution initiale. Pour remédier à ce problème et
gagner de la régularité sur la fonction polynômiale, nous avons proposé des méthodes permettant de montrer
l’identifiabilité du modèle, résultat que nous n’avions pas en utilisant directement le polynôme de départ.

Rappelons que le polynôme entrée-sortie peut se ré-écrire :

P (yθ,θ,u) =m0(yθ,u)+
n∑
k=1

γk(θ)mk(yθ,u) et P (yθ,θ,u) = 0, (2.71)

où (γk(θ))1≤k≤n (θα ̸= θβ si α ̸= β et α,β ∈{1, . . . ,n}) sont rationnels en θ, (mk(yθ,u))0≤k≤n sont des polynômes
différentiables en yθ et u, et m0 ̸= 0.

Remarque 14. Pour le système (Γb), la fonction ζ peut-être considérée comme une entrée.

La proposition 3 ne peut pas être reprise directement pour montrer l’identifiabilité du modèle Γθ. En effet, les
ensembles semi-algébriques sont définis sur K = R ou C or ici nous travaillons avec des fonctions L∞. Toutefois,
elle peut être adaptée. Supposons que la fonction polynômiale associée au polynôme P est bien définie au sens
de la régularité de la solution, alors on a la proposition suivante :

Proposition 16. Supposons que la famille de fonctions mk(yθ,u), 1≤ k ≤ d définie en (2.71) est linéairement
indépendante. Si pour tout (θ, θ̃) ∈ L∞(Ω,Up)2, nous avons

∀ k ∈ {1, . . . ,d}, γk(θ) = γk(θ̃) =⇒ θ = θ̃,

alors le modèle est identifiable en θ.

Dans le cas où la dérivée de plus haut degré de y par rapport au temps est trop grande par rapport la
régularité de la solution, nous proposons de ré-écrire le polynôme au sens des distributions.
Supposons que dans (2.71), les mk(yθ,u), k = 0, . . . ,d, sont définis presque partout et sont Lebesgue intégrables.
On peut alors remplacer mk(yθ,u) par sa distribution Tmk(yθ,u). Ainsi, la nouvelle relation obtenue est :

Tm0(yθ,u) +
n∑
k=1

γk(θ)Tmk(yθ,u) = 0. (2.72)

Similairement à la proposition 16, nous avons le résultat suivant au sens des distributions.

Proposition 17. Supposons que le famille de distributions (Tmk(yθ,u))1≤k≤n provenant de (2.72) est linéaire-
ment indépendante. Si, pour tout (θ, θ̃) ∈ L∞(Ω,Up)2, nous avons

∀ k ∈ {1, . . . ,n}, γk(θ) = γk(θ̃) =⇒ θ = θ̃,

alors le modèle considéré au sens des distributions est identifiable en θ.

Remarque 15. Il est facile de montrer que si les mk(yθ,u), k = 1, . . . ,n sont linéairement indépendants alors
les Tmk(yθ,u), 1 ≤ k ≤ n sont linéairement indépendants également. Cette remarque peut être importante dans
les applications pour prouver l’hypothèse d’indépendance.

2.6.4 Résultats d’identifiabilité
Résultat d’identifiabilité pour (Γa) quand θa ∈ L∞

La sortie ya est en général différentiable par morceaux en temps (ou juste continue). Utilisant cette propriété,
on peut obtenir une relation polynômiale plus informative et prenant en compte les points de discontinuité de
ya (rappelons que seule la dérivation en temps est considérée). Cette nouvelle relation peut alors permettre de
conclure sur l’identifiabilité du modèle. Regardons l’exemple suivant pour nous convaincre.

Exemple 2.6.1. Considérons le simple système d’EDO suivant : ẋ1 = u,

ẋ2 = x1 +ku,

où k ∈ R est le paramètre à identifier (θ = k) et u est une fonction entrée.
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Supposons que u est C1 et que la sortie soit y := x2. Alors, y est C2 et nous avons

ÿ = ẋ1 +k u̇= u+k u̇. (2.73)

Nous en déduisons que le polynôme ES est :

P (y,k,u) := ÿ−u−ku̇.

Si u est constant, k n’est pas identifiable.

Maintenant, supposons que u est une fonction constante par morceaux et est définie par

u(t) :=

 u1 if t ∈ (0, t1)

u2 if t ∈ (t1,T ),

où u1,u2 ∈ R, u1 ̸= u2. L’équation (2.73) écrite dans le sens des distributions donne

T ′′
y = Tu+k(u2−u1)δt1 .

Si u1 ̸= u2, le modèle est identifiable grâce à cette nouvelle relation.

Revenons au système (Γa) pour lequel la solution ζ est différentiable par morceaux en temps. Soit s la
dérivée la plus élevée en temps de ya apparaissant dans (2.71). Si la fonction y(s)

a peut s’exprimer formellement
dans (2.71) comme un terme de la forme d(ya,y′

a, . . . ,y
s−1
a )y(s)

a où d est une fonction polynômiale différentiable
en ya et qui ne s’annule pas, alors (2.71) peut se ré-écrire :

y
(s)
a = m̃0(ya)+

d∑
k=1

γk(θa)m̃k(ya), (2.74)

où, pour tout k= 0, . . . ,d, m̃k(ya) est une fonction rationnelle supposée localement lebesgue intégrable en temps 8.

Supposons que ya est s fois différentiable par morceaux par rapport au temps et soit (tν)ν la suite ordonnée
de points correspondant aux points de discontinuité de ya. Étant donné les discontinuités de ya, la relation
(2.74) peut être considérée au sens des distributions :

T
y

(s)
a

= Tm̃0(ya) +
n∑
k=1

γk(θa)Tm̃k(ya). (2.75)

Notons pour tout j = 0, . . . ,s, le saut en tν de y(j)
a est donné par

σjya,ν(θa) := y
(j)
a (t+ν )−y(j)

a (t−ν ).

Remarquons que le saut dépend de θa puisque ya dépend lui-même de θa. Nous obtenons

T
(s)
ya = T

y
(s)
a

+
∑
ν

s−1∑
j=0

σjya,νδ
(s−1−j)
tν

,

où δtν représente la distribution de Dirac au point tν . Ainsi, l’équation (2.75) devient

T
(s)
ya = Tm̃0(ya)−

∑
ν

s−1∑
j=0

σjya,ν(θa)δ(s−1−j)
tν

+
d∑
k=1

γk(θa)Tm̃k(ya). (2.76)

Remarque 16.
1. Ces relations sont plus informatives que (2.74) car les contraintes dues aux discontinuités et pouvant

dépendre des paramètres à identifier sont prises en compte directement dans l’étude.
2. Cette opération peut permettre d’obtenir des relations bien définies par rapport à la régularité de la

solution.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour obtenir l’identifiabilité des paramètres.
8. La dépendance en temps a été omise pour simplifier les notations.
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Proposition 18. Supposons que la famille de distributions (Tm̃k(ya))1≤k≤d est linéairement indépendante. Si,
pour tout (θa, θ̃a) ∈ L∞(Ω,Up)2, nous avons

γk(θa) = γk(θ̃a)

∀ν,
s−1∑
j=0

σjya,ν(θa) =
s−1∑
j=0

σjya,ν(θ̃a)
=⇒ θa = θ̃a,

alors le modèle est identifiable en θa.

Le résultat vient de l’indépendance linéaire des familles (δ(j)
tν

)j=0,...,s et (T̃mk(yθ))k=1,...,n.

Ces relations différentielles (2.71), (2.72), (2.76) peuvent également être utilisées pour obtenir une première
estimation des paramètres inconnus comme nous le verrons dans la section suivante.

Résultat d’identifiabilité pour (Γb)

Soit le vecteur de paramètres θb := (θc,θd) où θc ∈ Rq0 et θd := (di)i∈I avec I ⊂ {q0 + 1, . . . , q}. Soit U :=
(Ui)i=1,...,q la solution de (Γb) et yb donné par (2.70). Nous avons obtenu le premier lemme suivant :

Lemme 1. Soit yb défini par yb := (yc,yd) où yd := (Ui)i∈I . Supposons qu’il existe ν ∈ N tel que, pour tout
t ∈ (tν , tν+1),

1. il existe une famille de réels positifs (λi)i∈I telle que∑
i∈I

λi(gi(ζ(t),U(t),θd)−∂tUi)

est indépendant de θd,
2. la famille (Ui(t, ·))i∈I est linéairement indépendante à une constante additive près dans Ω,
3. les bi définis dans Bi = diA+ bi sont supposés être connus.

Alors (Γb) est identifiable en θd.

Remarque 17. Le lemme 1 donne une condition suffisante pour obtenir l’identifiabilité des coefficients de
diffusion (di)i∈I quand les solutions associées (Ui)i∈I sont connues.

En effet, soit θd, θ̃d tel que pour tout (t,x) ∈ (tν , tν+1)×Ω, yb(t,x,θd) = yb(t,x, θ̃d).
D’après l’hypothèse (1), nous avons∑

i∈I
λiBi(θd)Ui =

∑
i∈I

λi(gi(ζ(t),U(t),θd)−∂tUi)

=
∑
i∈I

λi(gi(ζ(t),U(t), θ̃d)−∂tUi)

=
∑
i∈I

λiBi(θ̃d)Ui,

qui implique que ∑
i∈I

λi(di− d̃i)AUi = 0.

Donc V :=
∑
i∈I λi(di− d̃i)Ui est un vecteur propre de A associé à la valeur propre nulle. Ainsi, V est constant.

Comme pour tout t ∈ (tν , tν+1), (Ui(t, ·))i∈I est linéairement indépendant à une constante additive près dans
Ω, nous en déduisons que pour tout i ∈ I

λi(di− d̃i) = 0,

qui implique le résultat puisque λi ̸= 0.

Pour obtenir l’identifiabilité de θc, il est possible d’utiliser les propositions 16 et 17. Cependant, le calcul du
wronskien pour prouver l’indépendance linéaire de la famille (mk(yb))k=1,...,n peut être difficile. Dans le lemme
suivant, nous proposons de substituer ce test par un autre.

Lemme 2. Soit P̃ := ⟨P ⟩. Supposons que
1. (Γb) est identifiable en θd,

45



2. le polynôme P défini par (2.71) avec θ := θc satisfait, pour tout k = 1, . . . ,n,

γk(θc) = γk(θ̃c) =⇒ θc = θ̃c,

3. la famille de fonctions (<mk(yb)>)k=1,...,n est linéairement indépendante.
Alors (Γb) est identifiable en θc.

La preuve est basée sur l’expression obtenue en faisant la différence entre P̃ (yb,θc) et P̃ (yb, θ̃c) évaluée en
tj où yb := yθb(·,θc) et ỹb := yθb(·, θ̃c).

Remarque 18. 1. Si la relation P̃ obtenue en prenant la valeur moyenne de (2.71) n’est pas bien définie
par rapport à la variable de temps, la relation peut être considérée dans le sens des distributions. Dans ce
cas, pour l’hypothèse 3, il est suffisant de prouver l’indépendance linéaire de la famille (⟨mk(yb)⟩)k=1,...,n.
En effet, si la famille (⟨mk(yb)⟩)k=1,...,n est linéairement indépendante alors la famille (T⟨mk(yb)⟩)k=1,...,n
est également linéairement indépendante.

2. Une autre façon de traiter l’hypothèse d’indépendance linéaire est de supposer qu’il existe n points distincts
t1, . . . , tn tel que le déterminant ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⟨m1(yb)⟩(t1) . . . ⟨mn(yb)⟩(t1)

⟨m1(yb)⟩(t2) . . . ⟨mn(yb)⟩(t2)
...

...

⟨m1(yb)⟩(tn) . . . ⟨mn(yb)⟩(tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.77)

est non nul.
Dans les applications numériques, les n points distincts t1, . . . , tn peuvent être choisis de façon aléatoire
pour évaluer ce déterminant.

2.6.5 Exemple
Reprenons l’exemple 2.3.4. Contrairement au déplacement des moustiques qui est très souvent limité à

quelques mètres, nous modélisons la mobilité humaine en ajoutant des termes de diffusion comme dans [149].
Le modèle se ré-écrit :



(Γa)



∂tEm(t,x) = bAm(t,x)(1− Em(t,x)
KE(t,x) )− (s+d)Em(t,x),

∂tLm(t,x) = sEm(t,x)(1− Lm(t,x)
KL(t,x) )− (sL+dL)Lm(t,x),

∂tAm(t,x) = sLLm(t,x)−dmAm(t,x),

(Γb)



∂tIm(t,x) =−(sL
Lm(t,x)
Am(t,x) +βmIH(t,x))Im(t,x)+βmIH(t,x),

∂tSH(t,x) =−(bH +βHIm(t,x))SH(t,x)+ bH +d1∆SH(t,x),

∂tIH(t,x) = βHIm(t,x)SH(t,x)− (γ+ bH)IH(t,x)+d2∆IH(t,x),

(b)

(2.78)

où d1,d2 > 0 sont des coefficients de diffusion, x est dans le domaine borné Ω⊂ Rn avec des conditions C2 au
bord et t > 0. Le modèle est complété avec les conditions initiales suivantes

(Em(0,x),Lm(0,x),Am(0,x)) = (E0(x),L0(x),A0(x)),
(Im(0,x),SH(0,x), IH(0,x)) = (Im0 (x),SH0 (x), IH0 (x)).

De plus, nous supposons qu’il n’existe pas de population traversant la frontière ∂Ω de Ω. Ainsi, le modèle est
complété par les conditions de Neumann suivantes :

∂SH
∂ν

= ∂IH
∂ν

= 0 dans R+×∂Ω,

où ν est la normale sortante de ∂Ω. Nous supposons également que
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1. (E0,L0,A0) ∈ C(Ω)3, Im0 ∈ C(Ω) et (SH0 , IH0 ) ∈ L2(Ω)2.
2. Les capacités d’accueil de gîte KE et KL satisfont

KE ,KL ∈ L∞([0,∞)×Ω) avec KL(t,x) =KE(t,x)/2 ̸= 0, pour presque tout (t,x) ∈ R+×Ω.

3. KE et KL sont des fonctions constantes par morceaux en temps et connues, ce qui peut correspondre à
des changements brutaux de l’environnement.

En posant, pour x fixé dans Ω,

∀ t ∈ [0,∞), ζ1(t) := Em(t,x)
KE(t,x) , ζ2(t) := Lm(t,x)

KE(t,x) , ζ3(t) := Am(t,x)
KE(t,x) ,

Comme ζ̃2 dépend seulement de dm et de la variable mesurée ζ2, nous la considérons comme variable mesurée.
Les trois observations sont

ya,1 := ζ2, ya,2 := ζ̃2 et ya,3 := λ.

Le système (2.78)-(a) se ré-écrit : 

∂tζ1 = bζ3(1− ζ1)− (s+d)ζ1

∂tζ2 = sζ1(1−2ζ2)− (sL+dL)ζ2

ζ3 = ζ3(0)λ+sLζ̃2

∂tζ̃2 = ζ2−dmζ̃2

∂tλ = −dmλ

ya,1 = ζ2, ya,2 = ζ̃2, ya,3 = λ

(2.79)

avec les conditions initiales :

(ζ1(0,x), ζ2(0,x), ζ3(0,x), ζ̃2(0,x),λ(0)) = (ζ1,0(x), ζ2,0(x), ζ3,0(x),0,1).

Soit
Σ :=

{
(E,L,A) ∈ C(Ω)3 ∣∣0≤ E ≤ k, 0≤ L≤ k

2 , 0≤A≤
sL k

2dm

}
,

où nous avons posé k := ∥KE∥∞ > 0.

Une simple adaptation des Lemmes 4.2 et 4.3 de [145] permet de passer du cas KE constant au cas où KE
est une fonction dépendant de x et constante par morceaux par rapport au temps, d’où :

Proposition 19. Soit (E0,L0,A0) ∈ Σ et

R := sL
dm

b

s+d

s

sL+dL
.

alors, si R > 1, le système (2.78)-(a) admet une unique solution (Em,Lm,Am) dans l’espace des fonctions
différentiables par morceaux C1

l ([0,∞); int(Σ))3 où int(Σ) est l’intérieur de Σ.

Remarque 19.
1. Les points de discontinuité de Em,Lm et Am sont les mêmes que ceux de KE.
2. De [145], la condition de survie des oeufs, larves et des populations de moustiques adultes est donnée

par R > 1. Nous supposerons par la suite que R > 1 c’est à dire que Em,Lm,Am > 0. Nous faisons en
particulier l’hypothèse suivante :

(H) R> 1 et il existe c > 0 tel que, pour tout t≥ 0, ζ3(t) :=Am(t, ·)> c.

Comme (H) est vérifiée,
r := Lm

Am
∈ C1

l

(
[0,∞);C(Ω)

)
.

En posant U := (Im,SH , IH), le système (2.78)-(b) est de la forme (2.66) où l’espace de Banach X est

X :=
{

(u1,u2,u3) | u1 ∈ C(Ω), u2, u3 ∈ L2(Ω)
}
,

et l’opérateur B est défini par
B := diag(I,−d1A+ bH ,−d2A+γ+ bH).
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A est la réalisation du Laplacien dans L2(Ω) avec les conditions de Neumann homogènes sur le bord ∂Ω, et I
est l’opérateur identité sur C(Ω). Par conséquent, l’opérateur non-linéaire G(t, ·) est défini par

G(t,U) := (−(sLr(t)+βmu3−1)u1 +βmu3,−βHu1u3 + bH ,βHu1u2).

Nous avons montré dans [200] que G vérifie (2.67) et ainsi que (2.78)-(b) admet une unique solution locale

U ∈ Cl([0,TU0 ];D(B))∩C1
l ((0,TU0 ];X)

où U0 := (Im0 ,SH0 , I
0
H).

De plus, si
X+ := {(u1,u2,u3) ∈X | u1,u2,u3 ≥ 0} , (2.80)

le théorème suivant donné dans [200] permet de conclure que la solution est globale.

Théorème 1. Sous l’hypothèse (H), pour toute (Im0 ,SH0 , I
H
0 ) ∈ X+, (2.78)-(b) possède une unique solution

globale positive telle que  Im ∈ C1
l ([0,∞);C(Ω)),

SH , IH ∈ Cl([0,∞);H2
N (Ω))∩C1

l ((0,∞);L2(Ω)).

2.6.5.1 Résultats d’identifiabilité

Nous reprenons les hypothèses de la section 2.4.2.4, c’est à dire que les paramètres à identifier sont s, sL
pour le système (2.78)-(a) et βH , βm, d1, d2 pour le système (2.78)-(b). Les sorties mesurées sont Lm, SH , IH .

Dans [229], l’identifiabilité du modèle (2.78) a été étudiée mais dans le cas de fonction régulières : pour le
système (2.78)-(a), les solutions étaient C∞ et pour le système (2.78)-(b), elles étaient continues.

Nous avons démontré le résultat suivant dans [200] :

Théorème 2. Supposons que les constantes b,d,dL,dm, bH ,γ sont connues et qu’il existe ν ∈ N tel que
— pour tout (t,x) ∈ (tν , tν+1)×Ω, Lm(t,x), SH(t,x) et IH(t,x) sont des sorties du modèle,
— pour chaque t ∈ (tν , tν+1), SH(t, ·) et IH(t, ·) sont indépendants linéairement à une constante additive

près dans Ω.
Nous rappelons que la notation < ., . > désigne la moyenne sur tout l’espace Ω. Alors, le système (2.78) est
identifiable en s,sL,A0,d1 et d2.

Soit Ĩm :=βH Im. Sous les mêmes hypothèses, si il existe t̃∈ (tν , tν+1) tel que
〈
IHS

2
H

〉
(t̃) ̸= 0 et

〈
ĨmIHS

2
H

〉
(t̃) ̸=

0, alors le système (2.78) est identifiable en βm et βH .

Remarque 20.
1. Dans la démonstration, un résultat supplémentaire a été obtenu sur l’identifiabilité de la condition condi-

tion initiale A0 ∈C(Ω). Par conséquent, on peut mettre en place une procédure d’estimation de paramètres
pour estimer de façon unique A0 et les autres paramètres à partir de Lm, SH et IH .

2. L’identifiabilité des paramètres βm et βH a été démontrée à partir d’un polynôme ES obtenu en appliquant
l’algorithme de Rosenfeld-Groebner au système (2.78)-(b).

3. L’identifiabilité des paramètres d1 et d2 a été obtenue à partir d’un polynôme ES qui est repris à la
section suivante pour estimer ces paramètres.

2.6.5.2 Exemple de l’estimation de paramètres à partir des polynômes ES dans le cadre des
EDP

Dans cette section, nous présentons une méthode numérique basée sur les polynômes ES pour estimer les
paramètres d1 et d2.
La relation ES est obtenue en faisant la somme de la seconde et la troisième équation de (2.78)-(b), ce qui nous
donne

d1∆yb,1(t, ·)+d2∆yb,2(t, ·) = ∂tyb,1(t, ·)+∂tyb,2(t, ·)+ bH(yb,1(t, ·)−1)+ (γ+ bH)yb,2(t, ·). (2.81)

Pour obtenir une relation bien définie, la relation (2.81) est ré-écrite au sens des distributions :

d1

∫
Ω
SH(t,x)∆ψ(x)dx+d2

∫
Ω
IH(t,x)∆ψ(x)dx=

∫
Ω

(
∂tSH(t,x)+∂tIH(t,x)

)
ψ(x)dx

+(γ+ bH)
∫

Ω
IH(t,x)ψ(x)dx− bH

∫
Ω

(
1−SH(t,x)

)
ψ(x)dx,
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pour tout ψ ∈ Cc(Ω). En intégrant la relation sur (0, t), nous obtenons

d1

∫ t

0

(∫
Ω
SH(τ,s)∆ψ(s)ds

)
dτ +d2

∫ t

0

(∫
Ω
IH(τ,s)∆ψ(s)ds

)
dτ

=
∫

Ω

(
SH(t,s)+ IH(t,s)

)
ψ(s)ds−

∫
Ω

(
SH(0,s)+ IH(0,s)

)
ψ(s)ds

+(γ+ bH)
∫ t

0
(∫

Ω IH(τ,s)ψ(s)ds
)
dτ − bH

∫ t
0

(∫
Ω

(
1−SH(τ,s)

)
ψ(s)ds

)
dτ,

(2.82)

pour tout ψ ∈ Cc(Ω) et tout t > 0.
Pour les fonctions test, nous avons choisi :

ψ(x,y) :=

 e
1

1−x2−y2 if (x,y) ∈ Ω,

0 else,

et une discrétisation 0 = t1 < t2 < .. . < tM+1 = T de [0, T ]. Pour k = 1,2, . . . ,M , nous posons

A(k,1) :=
∫ tk+1

0

(∫
Ω
SH(τ,s)∆ψ(s)ds

)
dτ,

A(k,2) :=
∫ tk+1

0

(∫
Ω
IH(τ,s)∆ψ(s)ds

)
dτ,

et

B(k) :=
∫

Ω

(
SH(tk+1,s)+ IH(tk+1,s)

)
ψ(s)ds−

∫
Ω

(
SH(0,s)+ IH(0,s)

)
ψ(s)ds

+(γ+ bH)
∫ tk+1

0

(∫
Ω
IH(τ,s)ψ(s)ds

)
dτ − bH

∫ tk+1

0

(∫
Ω

(
1−SH(τ,s)

)
ψ(s)ds

)
dτ.

De (2.82), on déduit le système suivant :

Ad=B, où d := (d1,d2)T (2.83)

qui est résolu en utilisant la méthode des moindres-carrés basée sur la factorisation QR. Les résultats sont
résumés dans le tableau 2.5 où λ est l’erreur relative entre (SH , IH) et (SmeasH , ImeasH ), tandis que re est l’erreur
relative entre (d1,d2) et (da1 ,da2), la solution de (2.83).

Choix des paramètres pour les simulations : Les paramètres utilisés pour les simulations sont données dans
le tableau 1 de [146] (également dans [147]) et sont rappelés dans le tableau 2.2. Le domaine considéré est
Ω := (0,1)2 et le temps final T = 20. Nous faisons également l’hypothèse que la population susceptible diffuse
plus vite que la population infectée dans le domaine en prenant d1 = 0.1 et d2 = 0.01.

Au temps initial, les variables ζi sont constantes. La population infectée est supposée concentrée au centre
du domaine, ce qui pourrait modéliser un hôpital par exemple et la population susceptible est localisée aux
extrémités du domaine. Les conditions initiales sont alors :

ζ1(t= 0,x,y) = 0.1, ζ2(t= 0,x,y) = 0.04, ζ3(t= 0,x,y) = 0.01,

Im(t= 0,x,y) = 0.2,

SH(t= 0,x,y) = 1−z(x,y),

IH(t= 0,x,y) = z(x,y),

où

z(x,y) :=


e

−
1
4

1
4 −(x− 1

2 )2−(y− 1
2 )2

, if (x− 1
2 )2 +(y− 1

2 )2 < 1
4

0 sinon.

Les simulations de SH et IH sont obtenues en résolvant le système (2.78) par la méthode des différences finies
explicites.
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Les états mesurés SmeasH et ImeasH sont construits en utilisant la fonction randn de Matlab dont le coefficient
σ est choisi pour avoir une valeur maximale de l’erreur relative entre SH et SmeasH (et entre IH et ImeasH ) égale
à 1%, 5%, 10% et 20%.

Résultats numériques :

λ 1% 5% 10% 20%

da1 0.1019 0.1011 0.0836 0.1153

da2 0.0186 0.0159 0.0102 0.0191

re 0.0880 0.0595 0.1636 0.1773

Table 2.5 – Résultats de la résolution du système (2.83) par la méthode des moindres-carrés.

Cette méthode donne de bonnes approximations de d1 et d2 et montre une stabilité à un bruit fort.

2.7 Conclusion
Une partie du travail qui a suivi ma thèse a consisté à élargir la notion d’identifiabilité à d’autres cadres

mathématiques. Dans le même temps, il m’a paru important de concevoir et de développer des méthodes pour
démontrer cette propriété.
Tout d’abord, la notion d’identifiabilité a été généralisée à l’identifiabilité relative qui étudie l’identifiabilité de
certains paramètres par rapport à d’autres. Cette propriété permet de connaître les paramètres clés à déterminer
pour obtenir l’identifiabilité de paramètres plus difficiles à estimer voir l’identifiabilité du système complet, le
résultat étant certifié grâce aux outils semi-algébriques. Puis, ce concept a été généralisé aux systèmes dans le
cadre d’erreurs bornées. Un algorithme a été développé pour partitionner le domaine des paramètres en parties
présentant des propriétés différentes d’identifiabilité dues au contexte ensembliste. Enfin, l’identifiabilité ainsi
que la méthode basée sur la théorie de l’élimination ont été généralisées au cadre EDP montrant l’intérêt qu’elles
peuvent présenter pour certains types de modèle. Ce travail a été complété par l’étude et le développement de
méthodes numériques pour estimer les paramètres dans chacun de ces trois cadres.
Dans le chapitre suivant, je présente une application de cette propriété à un autre domaine, celui du diagnostic
et le lien existant entre ces deux notions. Une des conséquences est le développement de méthodes en diagnostic
dans le cas simple et multi-fautes. L’identifiabilité sera vue également au chapitre 5 dans un cas pratique, celui
de la modélisation des comportements en situation de catastrophe.
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Chapitre 3

Diagnosticabilité fonctionnelle et
algébrique

Depuis 2012, je m’intéresse aux problèmes de diagnotic suite au projet ANR MAGIC-SPS [102, 198, 202].
Le diagnostic, terme souvent entendu dans le milieu médical, consiste à identifier la cause (l’origine) d’une
défaillance, d’un problème, à partir de symptômes 1 relevés par des observations ou des tests du système physique.
Sur la plupart des systèmes physiques, le diagnostic peut se faire à partir d’un modèle mathématique. Pour
cela, nous faisons les hypothèses suivantes :

— le comportement (ou une partie) du système physique peut être modélisé par un modèle mathématique,
— les mesures des capteurs correspondent à des sorties du modèle,
— les fautes du système physique peuvent être représentées par des variables dans le modèle mathématique.

Nous entendons par (multi) fautes un changement d’une (ou de plusieurs valeurs de) paramètres impliquant des
dysfonctionnements du système. Nous supposons également qu’il n’y a pas de restriction sur le type de faute.
Elles peuvent agir multiplicativement ou additivement sur les paramètres.

Le diagnostic d’un système est défini comme la détection et l’isolation des fautes (ou la localisation et l’iden-
tification). Étant donné le système et le modèle mathématique associé [84], la détection de fautes consiste à
détecter un mauvais fonctionnement du système et l’isolation de fautes à isoler la faute responsable du dysfonc-
tionnement.

Diverses méthodes peuvent être trouvées dans la littérature pour faire du diagnostic. Elles dépendent essen-
tiellement du type de modèle choisi. Dans le cas de modèles non linéaires, les méthodes classiques pour faire le
diagnostic sont basées sur les observateurs non linéaires ([180] par exemple) et/ou sur le relations analytiques
redondantes (en anglais Analytical Redundancy Relations, ARRs) ([183, 187]). Ces dernières sont des relations
liant les entrées, les sorties, leurs dérivées, les paramètres et les fautes du modèle (voir [53, 54, 183, 198, 225]
pour les simples fautes et [46, 58, 113] pour des fautes multiples). Ainsi, l’étude du diagnostic se fait à partir
de signatures de fautes qui, classiquement, sont des fonctions qui à un ensemble de fautes associe un ensemble
d’indicateurs ou de relations appelés résidus.

Dans notre travail, nous avons supposé que la représentation mathématique du système physique se faisait
par un modèle paramétrique non linéaire et que l’on disposait de signaux d’entrée et de sortie. Le choix du
modèle amène naturellement à se poser la question :
est-ce que le modèle mathématique que nous avons choisi peut discriminer d’éventuelles fautes à partir des don-
nées collectées sur le système physique ?
Cette étude a priori du modèle consiste en une étude de diagnosticabilité. En analysant la diagnosticabilité, il
est possible d’anticiper le pouvoir discriminant d’un appareil de diagnostic au moment de sa mise en marche et
de proposer des solutions à d’autres problèmes importants comme celui du nombre minimal de capteurs et de
leur place pour garantir la discriminalité d’un ensemble anticipé de défauts.

Au cours de ce travail de recherche, nous avons abordé ces études de diagnosticabilité et de diagnostic en
exploitant de nouvelles ARRs obtenues à partir de l’algèbre différentielle. L’originalité a été la façon d’exploiter
ces relations ce qui nous a permis de développer de nouveaux algorithmes certifiés.

1. Les symptômes peuvent être définis comme les écarts constatés entre des valeurs mesurées ou estimées à partir d’un processus
et des valeurs présupposées.
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3.1 Le modèle
Le modèle considéré dans ce chapitre est le suivant :

ẋ(t,p,f) = g(x(t,p),u(t),f,p),
y(t,p,f) = h(x(t,p),u(t),f,ε(t),p),
x(t0,p,f) = x0,

t0 ≤ t≤ T.

(3.1)

où
— x(t,p,f) ∈ Rn et y(t,p,f) ∈ Rm représentent les variables d’état et les sorties respectivement,
— les fonctions g et h sont réelles et analytiques sur M , M étant un ensemble ouvert de Rn tel que

x(t,p,f) ∈M pour chaque t ∈ [t0, T ],
— u(t) ∈ Rr est le vecteur de contrôle,
— f ∈ Re est le vecteur de fautes,
— le vecteur de paramètres p appartient à UP , où UP ⊆ Rq est l’ensemble des paramètres admissibles a

priori connu,
— les conditions initiale x0 sont supposées appartenir à un ensemble borné X0, et être différents d’un point

d’équilibre du système.
f = 0 signifie qu’il n’y a pas de faute. Dans le cas d’un modèle non contrôlé, u= 0.

Les auteurs de [53] considèrent qu’un système est diagnosticable si f est algébriquement observable en u et y.
Si fi est la ième composante du vecteur de faute f , cela signifie que chaque composante fi peut s’écrire comme
la solution d’une équation polynomiale en fi et des entrées u, des sorties y et de leurs dérivées. Cette définition
est équivalente à la définition d’identifiabilité proposée par [125]. Rappelons que dans [125], les polynômes
sont obtenus à partir de l’algorithme de Ritt qui cherche à exprimer chaque paramètre/faute en fonction des
entrées, sorties et de leurs dérivées. Dans [225], les auteurs ont proposé une méthode de détection et d’isolation
de faute pour des systèmes non linéaires. Ils ont basé leur travail de diagnostic sur les relations obtenues par
[125] conscients de la difficulté de les obtenir. Ces relations sont utilisées pour construire des résidus évalués
grâce à une méthode de détection de changements statistiques. Toutefois, ils ne considèrent pas l’analyse de
diagnosticabilité ni les conditions pour que les fautes soient discriminables.

Dans ce travail, nous sommes partis des relations entrées-sorties et les avons exploitées pour proposer une
étude de diagnosticabilité, de détection et d’isolation de fautes. Elles ont été exploitées de deux façons dif-
férentes : i) en les considérant comme relations fonctionnelles ; ii) en utilisant leurs coefficients en tant que
relations algébriques.

Dans un premier temps, les relations polynomiales ES sont ré-écrites en reprenant le polynôme (2.4). Cette
ré-écriture a permis dans un second temps de définir des signatures qui ont servi aux études de diagnosticabilité
et de détectabilité.

Si on note θ le vecteur (f,p)T , en reprenant (2.4), on obtient le polynôme :

Pi(y,u,f,p) =m0,i(y,u,p)−
si∑
k=1

γik(f,p)mk,i(y,u) = 0. (3.2)

La première partie du polynôme ρi = m0,i(y,u,p) est appelée résidu. Celle-ci ne contient pas de composantes
de f . Sans faute (f = 0), cette relation qui est calculable en les points de mesure est nulle. La seconde partie

du polynôme (3.2), w1,i(y,u,f,p) :=
si∑
k=1

γik(f,p)mk,i(y,u), est appelée la forme résiduelle interne.

Exemple 3.1.1. Considérons une masse m= 1 attachée à un ressort de force k. Notons u une force extérieure
au système non identiquement nulle et d≥ 1 une constante. Le mouvement de la masse est décrit par l’équation
suivante

ẍ+kx−du= 0. (3.3)
Supposons que deux fautes f1 ∈ [0,2) et f2 ∈ [0,2) impactent respectivement le ressort k et le paramètre d et que
le modèle (3.3) prenne la forme :

ẍ+k (f1−1)2x− (d+f2)u= 0. (3.4)
Supposons que y := x est une sortie mesurée du système. L’équation (3.4) représente par définition une ARR

du modèle (3.3). On peut la ré-écrire :

P (y,u,f,p) = ÿ+k (f1−1)2 y− (d+f2)u= 0. (3.5)
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Remarquons que l’équation (3.4) peut se mettre sous la forme du modèle (3.1), ce qui donne : ẋ1 = x2,

ẋ2 =−k(f1−1)2x1 +(d+f2)u
(3.6)

et qu’on peut retrouver (3.5) en utilisant l’algorithme de Rosenfeld-Groebner.

Ainsi, l’ARR (3.5) peut se ré-écrire

P (y,u,f,p) =m0(y,u,p)−w1(y,u,f,p) = 0 (3.7)

avec m0(y,u,p) = ÿ+ky−du et w1(y,u,p) =−k (f2
1 −2f1)y+f2u.

La première définition de signature qui est apparue est le vecteur de booléen associant la valeur 1 si la faute
apparaît dans l’ARR et 0 sinon. Dans cet exemple, cette signature est définie par Sig(f1) = Sig(f2) = 1 car
les 2 fautes apparaissent dans la même ARR. Cette signature ne permet donc pas de discriminer quelle faute
agit sur le système. Nous avons eu l’idée de définir d’autres signatures à partir de cette ARR en exploitant ses
propriétés.
À partir de la forme interne du résidu w1, nous avons proposé les deux définitions suivantes. La première
est une signature fonctionnelle définie dans cet exemple par FSig(f) = (−k(f2

1 − 2f1)y,f2u). La première
composante, obtenue en annulant f2, caractérise la faute f1 et la deuxième composante la faute f2. Si les
deux composantes sont distinctes alors il est possible de discriminer les deux fautes. La seconde signature
est une signature algébrique définie à partir des coefficients de w1. La signature algébrique prend la forme
ASig(f) = (k(f1−1)2,−d−f2).

Nous allons voir dans la suite comment nous avons défini des critères pour discriminer les fautes à partir des
signatures.

3.2 Diagnosticabilité fonctionnelle
3.2.1 Définition de diagnosticabilité basée sur la signature fonctionnelle

Soit fj la jème composante du vecteur de faute f . Notons f[j] le vecteur de faute dont toutes les composantes
sont nulles sauf la jème égale à fj . fj comme f[j] fait référence à la simple faute.

Supposons que m résidus peuvent être obtenus. La définition classique de la signature de la faute fj est la
suivante [187] :

Définition 16. La signature de fj est le vecteur Sig(fj) de dimension m dont la ième composante est égale à
1 si le ième résidu w1,i(y,u,f,p) contient la faute fj et est égale à 0 sinon.

À partir de cette définition, les auteurs de l’article [187] ont proposé les définitions de discriminalité et de
diagnosticabilité suivantes.

Définition 17. Deux fautes fi et fj sont discriminables si leurs signatures sont différentes. Quand toutes les
fautes sont discriminables, le modèle est dit diagnosticable.

D’après cette définition, si deux fautes ont les mêmes résidus, le modèle n’est pas diagnosticable comme dans
l’exemple 3.1.1.

Cette définition est loin d’exploiter les propriétés des résidus. Aussi, nous avons introduit la notion de
signature fonctionnelle.

La signature fonctionnelle de la faute fj est donnée par la forme interne des m résidus en considérant que
seule la faute fj agit sur le système. En d’autres termes, la signature fonctionnelle est définie par le vecteur dont
la ième composante est w1,i(ȳ,u,f[j],p), c’est à dire le polynôme obtenu à partir de w1,i(y,u,f,p) en considérant
que toutes les composantes de f sont nulles sauf la jème égale à fj . Formellement, la définition est la suivante :

Définition 18. La signature fonctionnelle est la fonction FSig qui, à la faute fj associe le vecteur
(w1,i(ȳ, ū,f[j],p))i=1,...,m.

L’avantage de cette définition est qu’elle prend en compte explicitement l’effet de l’amplitude du défaut et
de la valeur de l’entrée. Elle est donc plus informative que la définition classique.

Soit FSig(i)(fj) =w1,i(y,u,f[j],p) la ième composante de FSig(fj). La question qui se pose est maintenant
de définir la notion de discriminalité par rapport à cette définition fonctionnelle.
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Exemple 3.2.1. Considérons l’équation de Bernoulli :

ẏ(t) = β1y(t)+β2y(t)2, for t ∈ [0,5], y(0) =−1. (3.8)

Sa solution est y(t) = β1e
β1t

β2−β1−β2eβ1t .

Nous obtenons directement w0,1(y,p) = ẏ(t)−β1y(t)−β2y(t)2.
Supposons que deux simples fautes positives f1 et f2 impactent additivement les deux paramètres β1 et β2
respectivement. Alors w1,1(y,f,p) = f1y(t,p,f)+f2y(t,p,f)2 où p= (β1,β2)T , f = (f1,f2)T , et T représente la
transposée du vecteur considéré. On en déduit que Sig(f1) = Sig(f2) = 1 et FSig(f1) = f1y(.,p,f[1]), FSig(f2) =
f2y(.,p,f[2])2 où y(.,p,f[i]) représente la sortie impactée par la faute fi seulement. Là encore, les deux fautes ne
sont pas discriminables au sens classique car leurs signatures sont égales quelque soit les valeurs de β1 et β2.
Cependant, elles peuvent être discriminables au sens de la définition de la signature fonctionnelle pour t ∈ [0,5].
Par exemple, avec les valeurs de paramètres β1 = 1, β2 = 2, on peut montrer que y(t,p,f[1]) est négatif sur [0,5]
donc FSig(f1) également alors que FSig(f2) est positif.

Suite à cet exemple, nous avons proposé les définitions suivantes pour lier les notions de discriminalité et de
diagnosticabilité fonctionnelle. La première est vraie pour toute entrée, la seconde est vérifiée seulement pour
une seule entrée.

Définition 19. Deux fautes fj et fl sont fortement fonctionnellement discriminables si pour toute entrée
u, il existe au moins un indice i∗ et un temps fini t1 ∈]t0,T ] tel que pour tout t ∈ [t0, t1], FSig(i∗)(fj)(t) ̸=
FSig(i∗)(fl)(t). Quand toutes les fautes sont fortement fonctionnellement discriminables, le modèle est dit
fortement diagnosticable.

Définition 20. Deux fautes fj et fl sont faiblement fonctionnellement discriminables si il existe une entrée
u, il existe au moins un indice i∗ et un temps fini t1 ∈]t0,T ] tel que pour tout t ∈ [t0, t1], FSig(i∗)(fj)(t) ̸=
FSig(i∗)(fl)(t). Quand toutes les fautes sont faiblement fonctionnellement discriminables, le modèle est dit
faiblement diagnosticable.

La définition peut-être étendue à des modèles non contrôlés.

La détectabilité est un cas particulier de discriminabilité qui nécessite que la situation sans défaut soit
discriminable quelque soit la faute. La détectabilité fonctionnelle peut donc être définie sur la base des signatures
fonctionnelles comme suit.

Définition 21. La faute fi est fonctionnellement détectable si la signature fonctionnelle FSig(fi) n’est pas
égale au vecteur nul.

Remarque 21. Comme nous le verrons dans l’exemple 3.2.3, contrairement à la signature classique, la signature
fonctionnelle apporte des informations sur la sensibilité des résidus.

Les signatures fonctionnelles de fautes peuvent être regroupées dans une matrice dont la composante (i, j)
contient le ième résidu en la faute fj , c’est à dire w1,i(ȳ, ū,f[j],p).

Exemple 3.2.2. Considérons l’exemple suivant :

ẋ1 = (p1 +f1)(p2 +f2)x2
1 +x1x2,

ẋ2 = (p2 +f2)(p3 +f3)x2
2 +x2x3,

ẋ3 = (p1 +f1)(p3 +f3)x2
3 +x1x3,

y1 = x1, y2 = x2, y3 = x3.

(3.9)

Il est facile de vérifier que :
w0,1(ȳ, ū,p) = ẏ1−y1y2−p1p2y

2
1 ,

w0,2(ȳ, ū,p) = ẏ2−y2y3−p2p3y
2
2 ,

w0,3(ȳ, ū,p) = ẏ3−y1y3−p1p3y
2
2 .

(3.10)

et :
w1,1(ȳ, ū,f,p) = (p1f2 +p2f1 +f1f2)y2

1 ,

w1,2(ȳ, ū,f,p) = (p2f3 +p3f2 +f2f3)y2
2 ,

w1,3(ȳ, ū,f,p) = (p1f3 +p3f1 +f1f3)y2
3 .

(3.11)
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Les signatures fonctionnelles sont :

FSig(f1) = (p2f1y
2
1 ,0,p3f1y

2
3)T ,

FSig(f2) = (p1f2y
2
1 ,p3f2y

2
2 ,0)T ,

FSig(f3) = (0,p2f3y
2
2 ,p1f3y

2
3)T .

La diagnosticabilité peut alors être analysée grâce à la table suivante :
PPPPPPPPFSig(f)

f
f1 f2 f3

FSig(1)(f) p2f1y
2
1 p1f2y

2
1 0

FSig(2)(f) 0 p3f2y
2
2 p2f3y

2
2

FSig(3)(f) p3f1y
2
3 0 p1f3y

2
3

Clairement, pour (j, l) ∈ {1,2,3}2, j ̸= l, FSig(fj) ̸= FSig(fl) et le modèle est fonctionnellement diagnosticable.
Le système (3.9) est également diagnosticable au sens classique.

3.2.2 Lien entre identifiabilité et diagnosticabilité fonctionnelle
Rappelons que

FSig(fj) =
(

si∑
k=1

γik(fj ,p)mk,i(y,u)
)
i=1,...,m

.

Proposition 20. Supposons qu’il existe un ensemble d’indices I0 ⊆ {1, . . . ,m} tel que pour tout i ∈ I0, les dé-
terminants fonctionnels △w1,i(y,u) = det(mk,i(y,u), k = 1, . . . ,si) sont non identiquement nulles. Si, avec les
polynômes wi(y,u,f,p), i ∈ I0, le modèle est identifiable en les fautes alors le modèle est faiblement fonction-
nellement diagnosticable. La réciproque n’est pas vraie.

De la proposition 1, on en déduit que l’injectivité de la fonction ϕ(.) est une condition suffisante pour que le
modèle soit diagnosticable mais elle n’est pas nécessaire. En effet, considérons la simple équation différentielle
ẏ(t,p) = (p1−p2)y(t), y(0) = 1, p= (p1,p2)T , dont la solution est y(t,p) = e(p1−p2)t, t ∈R. Supposons que deux
simples fautes additives et strictement positives f1 et f2 agissent sur les deux paramètres p1 et p2 respectivement.
On déduit directement de l’équation que w1(ȳ,f,p) = (f1−f2)y(t,p,f). Ce modèle n’est pas identifiable en les
fautes car la fonction ϕ : (f1,f2) 7→ f1−f2 n’est pas injective. Cependant, la signature fonctionnelle FSig(f1) =
f1y(t,p,f[1]) = f1e

(p1+f1−p2)t est strictement positive et la signature fonctionnelle FSig(f2) =−f2y(t,p,f[2]) =
−f2e

(p1−p2−f2)t est strictement négative. Les deux signatures sont donc distinctes sur R et le modèle est
fonctionnellement diagnosticable.

Les signatures fonctionnelles dépendent directement des fautes a priori inconnues. Toutefois, il est possible
de ré-écrire ces expressions en fonction du résidu. En dehors de toute faute, le polynôme P (voir (3.2) dans le
cas où on a un seul polynôme car alors l’indice i est omis) est égal au résidu ρ = m0(y,u,p). Lorsqu’une faute
agit sur le système, ce polynôme n’est plus nul et est égal à la signature fonctionnelle définie par la faute. Ainsi,
selon la valeur du résidu et des sorties mesurées, il est possible de détecter et d’isoler la faute.
Reprenons l’exemple 3.2.1 sur l’équation de Bernoulli.

Exemple 3.2.3. Pour l’exemple 3.2.1, le résidu vaut ρ=w0,1(ȳ,p) = ẏ(t)−β1y(t)−β2y(t)2. Comme précédem-
ment, nous supposons que deux simples fautes dans [0,1] agissent additivement sur les deux paramètres β1 et β2
respectivement. Rappelons que w1,1(ȳ,f,p) = f1y(t,p,f) + f2y(t,p,f)2 et FSig(f1) = f1y(.,p,f[1]), FSig(f2) =
f2y(.,p,f[2])2. Le déterminant fonctionnel est égal à ∆w1,1(ȳ) = ẏy2 ̸≡ 0 et la fonction ϕ : (f1,f2) 7→ (f1,f2) est
injective. D’après les propositions 1 et 20, le modèle est globalement identifiable en les fautes et donc fonction-
nellement identifiable sur [0,5]. Ainsi, les signatures fonctionnelles sont distinctes lorsqu’une des fautes agit.
Numériquement, supposons que β1 = 1, β2 = 2, et qu’une des deux fautes agit de façon permanente à partir de
t = 0.5s. Supposons que la sortie soit perturbée par un bruit gaussien telle que l’erreur relative a une valeur
maximale de 0.1. Les figures 3.12 et 3.13 représentent les résidus pour différents scénarios consistant à faire
varier la valeur des fautes entre 0.1 et 1. On peut remarquer que l’évaluation des signatures à travers les résidus
permet de détecter les fautes agissant sur le système car leurs comportements sont différents.

Remarque 22. Remarquons que la signature fonctionnelle donne un moyen de détecter une faute et de l’isoler.
Lorsqu’il n’y a pas de fautes agissant sur le système, la signature fonctionnelle est nulle. Cependant, la présence
de bruit de mesures corrompt le signal mesuré conduisant à une signature fonctionnelle non nulle. Nous avons
donc introduit la notion de ε-fonctionnellement détectable. La faute est dite ε-fonctionnellement détectable s’il
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Figure 3.1 – Valeur des signatures obtenues à partir de l’équation de Bernoulli quand une faute de magnitude
comprise entre 0.1 et 1 agit sur β1 à partir de t=0,5s.

Figure 3.2 – Valeur des signatures obtenues à partir de l’équation de Bernoulli quand une faute de magnitude
comprise entre 0.1 et 1 agit sur β2 à partir de t=0,5s.
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existe un intervalle de temps [t1, t2] ⊆ [t0,T ] tel que pour tout t ∈ [t1, t2], d(FSig(j)(fi),0) > ε, avec d une
distance sur R. Cette condition assure qu’au moins un des résidus est au dessus du seuil ε.
Pour l’exemple de Bernoulli ci-dessus, on constate sur la figure 3.13 que les fautes sont 0.02-fonctionnellement
détectables.

3.2.3 Un exemple complet : celui du réservoir
Considérons l’exemple de deux réservoirs couplés

ẋ1(t,p) = a1u(t)−a2
√
x1(t,p), x1(0) = 1,

ẋ2(t,p) = a3
√
x1(t,p)−a4

√
x2(t,p), x2(0) = 0.6,

y1(t,p) = a5
√
x1(t,p),

y2(t,p) = a6
√
x2(t,p),

(3.12)

où p= (ai)i=1,...,6,ai ̸= 0, est le vecteur de paramètres du modèle, x= (x1,x2)T représente le vecteur d’état et
correspond au niveau de l’eau dans chacun des réservoirs, u ̸≡ 0 est l’entrée. Supposons que le niveau d’eau dans
les réservoirs peut varier entre 0 et 10.

Soient f1 une faute inconnue agissant additivement sur le signal d’entrée, f2 et f3 des fautes additives
agissant sur les deux capteurs en sortie de chacun des réservoirs d’eau, et f4 un défaut de colmatage. f4 = 1
représente un tuyau complétement bouché et 0 < f4 < 1 un tuyau bouché partiellement. Pour le scénario avec
faute, nous supposons qu’elles sont introduites au temps t= 20s.

Pour utiliser l’algorithme de Rosenfeld-Groebner implémenté dans Maple 16, les variables auxiliaires z1(t,p) =√
x1(t,p) et z2(t,p) =

√
x2(t,p) sont introduites dans le modèle ainsi que les 4 fautes. Le modèle se réécrit :

ẋ1(t,p) = a1 (u(t)+f1)−a2 (1−f4)z1(t,p),

ẋ2(t,p) = a3 (1−f4)z1(t)−a4 z2(t,p),

z1(t,p)2 = x1(t,p),

z2(t,p)2 = x2(t,p),

y1(t,p) = a5 (1−f4)z1(t,p)+f2,

y2(t,p) = a6 z2(t,p)+f3,

ḟi = 0.

(3.13)

L’algorithme de Rosenfeld-Groebner fournit les deux ARRs :

w1(y,u,f,p) = w0,1(y,u,p)−w1,1(y,u,f,p)

w2(y,u,f,p) = w0,2(y,u,p)−w1,2(y,u,f,p)
(3.14)

où
w0,1 =−ua1a

2
5 +(a2a5 +2ẏ1)y1,

w1,1 = 2 ẏ1 f2− (f2
4 a2 a5 −2f4 a2 a5)y1− (−f2

4 a1 a
2
5 +2f4 a1 a

2
5)u

+f2
4 f2 a2 a5 +f2

4 f1 a1 a
2
5−2f4 f2 a2 a5−2f4 f1 a1 a

2
5 +f2 a2 a5 +f1 a1 a

2
5,

w0,2 = 2a5ẏ2y2−a3a
2
6y1 +a4a5a6y2,

w1,2 = 2 ẏ2 f3 a5 +f3 a4 a5 a6−f2 a3 a
2
6.

(3.15)

D’où,
FSig(f1) = (−f1 a1 a

2
5,0)T

FSig(f2) = (−2 ẏ1 f2−f2 a2 a5,f2 a3 a
2
6)T

FSig(f3) = (0,−2 ẏ2 f3 a5−f3 a4 a5 a6)T

FSig(f4) = (y1 f
2
4 a2 a5−2y1 f4 a2 a5−uf2

4 a1 a
2
5 +2uf4 a1 a

2
5,0)T .

(3.16)
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Les déterminants fonctionnelles ∆w1,1(ȳ, ū) = det(1,u,y1, ẏ1) = u̇(ÿ1y
(4)
1 −y

(3)
1

2
)−ü(ẏ1y

(4)
1 −y

(3)
1 ÿ1)+u(3)(ẏ1y

(3)
1 −

ÿ2
1) et ∆w1,2(ȳ, ū) = det(ẏ2,1) =−ÿ2 ne sont pas identiquement nuls tant que u n’est pas constant. La fonction

ϕ(f) = (−2f2,f
2
4a2a5−2f4a2a5,−f2

4a1a
2
5 +2f4a1a

2
5,−f2

4 f2a2a5−f2
4 f1a1a

2
5 +2f4f2a2a5

+2f4f1a1a
2
5−f2a2a5−f1a1a

2
5,−2f3a5,−f3a4a5a6 +f2a3a

2
6)

(3.17)

est clairement injective pour f4 ∈]0,1[. On en déduit que le modèle est globalement identifiable en f lorsque
f ∈]0,1[4. D’après la proposition 20, le modèle est faiblement fonctionnellement diagnosticable.
Dans les simulations, un simple contrôleur est utilisé pour contrôler le niveau de l’eau dans le réservoir supérieur.
Il suit un signal carré de référence. Les deux capteurs sont supposés être perturbés par un bruit Gaussien
de telle sorte que l’erreur relative a une valeur maximale de 0.1. Les paramètres du modèle sont égaux à
a1 = a2 = a3 = a4 = 0.3, a5 = a6 = 1. La figure 3.3 montre les niveaux d’eau dans les deux réservoirs dans le
cas sans faute mais avec les données bruitées. Les résidus déduits de (3.14) sont ρ1 =−ua1a

2
5 + (a1a5 + 2ẏ1)y1

Figure 3.3 – Niveau d’eau dans le réservoir supérieur, y1, et inférieur y2 lors des simulations sans faute.

et ρ2 = 2a5ẏ2y2 − a3a
2
6y1 + a4a5a6y2. Ils sont utilisés pour détecter et discriminer les fautes, celles-ci étant

introduites à t= 20s. Les dérivées sont estimées en utilisant les différenciateurs HOSM ([123], [124]). Les figures
3.4-3.11 représentent les résidus ρ1 et ρ2 quand les différentes fautes agissent sur le système.

Figure 3.4 – Résidu ρ1 quand la faute f1 est in-
troduite au temps t= 20s.

Figure 3.5 – Résidu ρ2 quand la faute f1 est in-
troduite au temps t= 20s.

Figure 3.6 – Résidu ρ1 quand la faute f2 est in-
troduite au temps t= 20s.

Figure 3.7 – Résidu ρ2 quand la faute f2 est in-
troduite au temps t= 20s.
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Figure 3.8 – Résidu ρ1 quand la faute f3 est in-
troduite au temps t= 20s.

Figure 3.9 – Résidu ρ2 quand la faute f3 est in-
troduite au temps t= 20s.

Figure 3.10 – Résidu ρ1 quand la faute f4 est
introduite au temps t= 20s.

Figure 3.11 – Résidu ρ2 quand la faute f4 est
introduite au temps t= 20s.

D’après les graphes des résidus, chaque faute est 0.03-détectable et il est possible de déduire la faute qui
agit.
Remarquons que le résidu de la faute f1 est positif contrairement à la faute f2 qui est négatif et que le cas a
priori ambigu est celui des fautes f1 et f4 car elles ont la même signature classique : la première composante est
non nulle alors que la deuxième est nulle. Toutefois, le comportement des graphes est complètement différent.
Par exemple, sur l’intervalle de temps [21,29], elles sont 0.04-fonctionnellement discriminable, ce qui assure une
certaine sécurité sur le résultat quant au bruit.

Cet exemple montre une certaine robustesse des résultats. Toutefois, ces résultats sont dépendants de l’iden-
tifiabilité des fautes et le cas multi-fautes lorsqu’il n’y a pas identifiabilité n’a pu être résolu pour le moment avec
les signatures fonctionnelles. L’approche algébrique présentée à la section suivante nous a permis d’apporter une
solution.

3.3 Diagnosticabilité algébrique
Dans [202], nous avons proposé une nouvelle approche pour étudier la diagnosticabité et faire du diagnostic.

Celle-ci consiste à exploiter les coefficients des ARRs qui sont vus comme des relations algébriques. Ce change-
ment de point de vue et l’utilisation des outils semi-algébriques a permis tout d’abord d’intégrer des contraintes
sur les paramètres et les fautes, comme les inégalités satisfaites par les paramètres et les contraintes déduites des
conditions initiales. Comme nous le verrons par la suite, ces contraintes peuvent jouer un rôle fondamental dans
l’analyse de la diagnosticabilité et le diagnostic. Ensuite, cette approche ne nécessite pas d’hypothèse forte sur
le modèle comme i) son identifiabilité ii) la valeur de certains paramètres dans des cas particuliers iii) l’action
additive des (multi)-fautes.

Cette méthode se résume ainsi :
1. calculer les ARRs en utilisant l’algorithme de Rosenfeld-Groebner sur le modèle ;
2. utiliser les bases de Groebner pour obtenir une application algébrique que nous appellerons signature

algébrique. Chacune de ses composantes dépend seulement des paramètres et des coefficients des ARRs.
Elle peut être estimée numériquement à partir des entrées et des sorties du système. Par construction,
chaque composante de la signature algébrique s’annule quand au moins une des (multi)-faute agit sur le
système ;

3. utiliser pour chaque (multi-)faute possible des outils semi-agébriques pour vérifier que des composantes
de la signature s’annulent ou pas. Cette étape permet de certifier le résultat. Les résultats peuvent être
résumés dans un tableau pré-calculé ;
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4. utiliser le tableau comme entrée d’un traitement numérique : à partir des mesures du système, il retourne
les estimations des signatures algébriques. Leur comparaison avec les valeurs nominales permet de détecter
et d’isoler les (multi-)faute(s).

Comme nous le verrons, nous avons automatisé toutes les étapes de cette procédure.

3.3.1 Préliminaires
Supposons que les fautes fi appartiennent à des ensembles connexes de R et notons F le produit cartésien

de ces ensembles.
On suppose par la suite que les contraintes sur p ∈ P et f ∈ F et éventuellement les contraintes liant les fautes
et les paramètres peuvent être formulées à l’aide d’équations et/ou d’inégalités algébriques. Cette hypothèse
permet de travailler avec des ensembles semi-algébriques pour lesquels des outils de calculs algébriques ont été
développés (voir [26, 73, 218] par exemple).

Rappelons que R[X1, . . . ,Xn] est l’ensemble des polynômes à coefficients réels et tels que X1, . . . ,Xn sont
les n indéterminées. De plus, un ensemble de solutions réelles d’un ensemble fini d’équations polynomiales à
plusieurs variables (de la forme P = 0) et/ou d’inégalités polynomiales (de la forme Q ̸= 0) de R[X1, . . . ,Xn] est
appelée ensemble semi-algébrique.

Soit Cp,f l’ensemble de toutes les équations et inégalités vérifiées par les composantes des vecteurs de
paramètres et de fautes du modèle et Cp,f l’ensemble semi-algébrique défini par Cp,f . Pour prendre en compte
les conditions initiales, les relations algébriques induites par ces conditions peuvent être rajouter à l’ensemble
Cp,f .

Exemple 3.3.1. Reprenons l’exemple de la masse (Exemple 3.6) : ẋ1 = x2,

ẋ2 =−k(f1−1)2x1 +(d+f2)u.
(3.18)

Supposons que les paramètres k, d et les fautes, f1 et f2 vérifient les contraintes suivantes :

0< k < 4

1≤ d

0≤ f1 < 2,

0≤ f2 < 2.

(3.19)

Ces contraintes algébriques peuvent être vues comme un ensemble d’équations et d’inégalités polynomiales dont
les indéterminées sont k, d, f1 et f2. Ces inégalités algébriques définissent Cp,f et Cp,f est l’ensemble des valeurs
admissibles des paramètres et des fautes correspondant.

Pour définir le vecteur de multi-fautes, nous introduisons les notations suivantes. Soient N un sous-ensemble
de {1, . . . , e} et fN le vecteur de multi-fautes dont les composantes fi sont non nulles si i ∈ N et égales à 0
autrement. Naturellement, fN appartient à FN = {f ∈ F|fi ̸= 0 si i ∈ N et fi = 0 si i /∈ N } et FN est un
ensemble semi-algébrique par construction. Quand seule une composante de f est non nulle, on retrouve le cas
simple faute.

Comme la diagnosticabilité et la détectabilité du modèle (3.1) peut dépendre de p = (p1, . . . ,pm), nous
considérons par la suite l’ensemble R= R[p1, . . . ,pm] des polynômes en les indéterminées pi à coefficients réels.

3.3.2 Construction de la signature algébrique à partir du résumé exhaustif
La définition suivante introduit la notion de signature algébrique et permet de caractériser les multi-fautes.

Elle diffère de la définition de diagnosticabilité fonctionnelle car elle est composée d’expressions algébriques. Par
la suite, nous l’avons définie à partir du résumé exhaustif, la suite formée par les coefficients des polynômes ES.

Définition 22. Soit ASig = (ASig1, . . . , ASigl) un vecteur d’expressions algébriques admettant f1, · · · , fe
comme indéterminées et à coefficients dans R. Une signature algébrique est une fonction ASig définie par :

ASig : F −→ Rl

f 7→ (ASig1(f), . . . , ASigl(f)).

Exemple 3.3.2. En reprenant l’exemple 3.3.1, la fonction ϕ définie par
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ϕ(f) =
(
k(f1−1)2,−d−f2

)
donne la signature algébrique ASig(f) =

(
k(f1−1)2,−d−f2

)
.

La comparaison des images de ASig pour deux multi-fautes différentes donnera un moyen de les discriminer.
Si le modèle est contrôlé, nous proposons deux définitions : la forte diagnosticabilité algébrique et la faible

diagnosticabilité algébrique, la première étant vraie pour toute entrée, la seconde pour un entrée.

Définition 23. Soit N et N ′ deux sous-ensembles disctincts de {1, . . . , e}. Les multi-fautes de FN et de FN ′

sont dites fortement algébriquement discriminables (resp. faiblement algébriquement discriminables) si il existe
une signature algébrique telle que pour toute entrée u (resp. une entrée),

ASig(FN )∩ASig(FN ′) = ∅. (3.20)

Cette égalité est satisfaite en particulier quand il existe un indice i tel que ASigi(FN )∩ASigi(FN ′) = ∅ .
Si, pour deux sous ensembles distincts quelconques N et N ′ de {1, . . . , e}, les multi-fautes de FN et FN ′

sont fortement algébriquement discriminables (resp. faiblement algébriquement discriminables), le modèle est
dit fortement algébriquement diagnosticable (resp. faiblement algébriquement diagnosticable).

Dans le cas de modèles non contrôlés, la définition consiste à omettre la notion d’entrée dans les définitions
précédentes.

La notion de détectabilité de fautes consiste à détecter la présence de fautes ou multi-fautes agissant sur le
système. Nous avons proposé la définition suivante dans le cas de la signature algébrique.

Définition 24. Un ensemble de vecteurs multi-fautes FN est algébriquement détectable si

ASig(FN )∩ASig(F∅) = ∅,

ASig(F∅) étant la signature algébrique évaluée lorsque aucune faute agit sur le système.

La détectabilité consiste donc à comparer les valeurs de la signature algébrique avec celle obtenue quand
l’ensemble N est vide, c’est à dire quand aucune faute agit sur le système.

Exemple 3.3.3. Reprenons l’exemple 3.1.1 (et 3.3.1). Les signatures possibles pour les multi-fautes sont
ASig(f∅) = (k,−d), ASig(f{1}) = (k(f1−1)2,−d), ASig(f{2}) = (k,−d−f2) et ASig(f{1,2}) = (k(f1−1)2,−d−
f2). Les contraintes sur les paramètres et les fautes impliquent que les images des signatures algébriques ne s’in-
tersectent pas. Par exemple, comme pour toute faute f2 ∈ (0,2), −d ̸=−d−f2, on a ASig(f{1})∩ASig(f{1,2}) =
∅. Ainsi, les multi-fautes peuvent être discriminées et le modèle est algébriquement diagnosticable.
Dans cet exemple, la fonction ϕ n’est pas injective : les valeurs 1/2 et 3/2 de f1 donneront la même valeur
de ϕ(f). Rappelons que le modèle est identifiable si et seulement si ϕ est injective [62]. Donc l’identifiabilité
des fautes implique la diagnosticabilité algébrique car les images par ϕ des fautes auront une valeur distincte.
L’exemple du ressort montre que la diagnosticabilité algébrique n’implique pas l’identifiabilité. En effet, si ϕ n’est
pas injective, la discrimination des multi-fautes est possible.

La définition de la signature algébrique à partir du résumé exaustif nous a paru insuffisante dans le sens que
deux fautes distinctes agissant sur les mêmes composantes ne peuvent être discriminées. De plus, elles ne sont
pas exploitables numériquement car elles dépendent des fautes non connues a priori. Une approche naturelle
consiste à obtenir une expression explicite des composantes des fautes en fonction des paramètres du modèle et
des composantes ϕ1, . . . , ϕN de ϕ(f). Cette approche revient à un problème d’inversion d’un système algébrique
et n’aboutit pas en général. Nous avons donc développé une méthode pour obtenir des expressions algébriques ne
dépendant pas des fautes et qui caractérisent leur présence. De telles expressions peuvent être calculées à l’aide
d’une procédure automatique basée sur les bases de Groebner ([51, 76]) et utilisées pour définir une signature
algébrique.

Pour alléger la présentation, nous supposons que (γik)1≤k≤ni sont des polynômes dans R[f1, . . . ,fe]. Lorsque
ces expressions sont des fractions rationnelles, elles peuvent s’exprimer comme polynômes en introduisant de
nouvelles variables égales aux inverses des dénominateurs. Des conditions sur la non nullité des dénominateurs
peuvent être ajoutées à Cp,f .

Étant donné une multi-faute f ∈ FN (N ⊂ {1, · · · , e}), soit EN un ensemble de polynômes

EN = {γ1
1(p,f)−ϕ1, . . . , γ

ns
s (p,f)−ϕN} ∪ {vifi−1|i ∈N} ∪ {fi|i /∈N}

où vi sont de nouvelles indéterminées.
Dans la définition de EN , les ensembles {vifi−1|i ∈N} et {fi|i /∈N} caractérisent les multi-fautes de FN . Le
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premier signifie que la multi-faute f ∈ FN a ses composantes fi, i ∈N non nulles et le deuxième que ses autres
composantes i ̸∈ N sont nulles.
Considérons l’idéal polynômial IN généré par EN , c’est à dire l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
des éléments de EN dans R[v1, . . . ,ve,f1, . . . ,fe,ϕ1, . . . ,ϕN ].

Une base de Groebner de l’idéal IN est calculée avec l’ordre d’élimination consistant à éliminer tout d’abord
les indéterminées vi et fi. L’intersection GN de cette base de Groebner et de R[ϕ1, . . . ,ϕN ] génère l’idéal
JN = IN ∩ R[ϕ1, . . . ,ϕN ] (Voir [51]). Clairement, tout polynôme de GN s’annule lorsqu’une multi-faute f ∈FN
agit sur le système.
Pour toutes les multi-fautes possibles fN , les ensembles GN sont calculés. Les polynômes de ∪N ⊂{1, ...,m}GN
s’annulant pour toutes les multi-fautes, i.e. les polynômes de ∩N ⊂{1, ...,m}IN , sont retirés de cet ensemble. Les
polynômes restant sont utilisés pour définir les composantes de la signature algébrique.
L’algorithme retournant la signature algébrique est résumé ci-dessous.

Signature_algébrique
1. Pour chaque sous ensemble N de {1, · · · , e}, nous considérons une multiple faute générique fN et nous

appliquons les étapes suivantes à cette multiple faute.
(a) Calcul de la base de Groebner de l’idéal IN engendré par EN avec l’ordre lexicographique vi1 ≻ . . .≻

vil ≻ f1 ≻ . . .≻ fm ≻ ϕ1 ≻ . . .≻ ϕN ≻ p1 ≻ ·· · ≻ pm.
(b) Détermination de l’intersection, GN , de cette base de Groebner et de R[ϕ1, . . . ,ϕN ].

2. Élimination dans ∪N ⊂{1, ...,m}GN des polynômes s’annulant pour toutes les multi-fautes, i.e. les poly-
nômes de l’idéal ∩N ⊂{1, ...,m}IN .

3. Classement de façon arbitraire de tous les polynômes restant pour former la suiteASig= (ASig1, . . . , ASigl).
4. Renvoi de ASig.

Cet algorithme permet d’obtenir une signature algébrique de toutes les multi-fautes telle que :

ASig : Re −→ (R[ϕ1, . . . ,ϕN ])l

f 7→ (ASig1(ϕ), . . . , ASigl(ϕ)) .
(3.21)

Exemple 3.3.4. Considérons le résumé exhaustif ϕ(f1,f2) = (k(f1−1)2,−d−f2) donné dans l’exemple 3.3.2.
L’algorithme Signature_algébrique retourne la signature ASig definie par ASig(f1,f2) = (ϕ1− k,ϕ2 + d) dont
chaque composante s’annule pour au moins une multi-faute.

Par construction, la signature ASig(f) ne dépend pas explicitement de f . Cependant, la présence de (multi-
)fautes apparaît dans les valeurs numériques de (ϕ1, . . . , ϕN ) et donc dans ASig.
En comparant une estimation de ASig(f) et les composantes attendues nulles de la liste ASig(fN ), des (multi-
)fautes peuvent être écartées. Toutefois, une telle comparaison peut ne pas être suffisante pour discriminer
certaines multi-fautes. En effet, des polynômes de GN apparaissant dans ASig(fN ) s’annuleront quand la faute
fN a lieu mais les autres composantes de la signature ASig(fN ) peuvent s’annuler également pour certaines
valeurs particulières de paramètres et de fautes. C’est pourquoi, nous avons ajouté des critères supplémentaires
pour améliorer la discrimination des multi-fautes.

3.3.3 Critères pour différentier les signatures
Pour élaborer ces critères, nous avons utilisé des outils semi-algébriques, en particulier, ceux permettant

d’étudier les solutions réelles d’équations et d’inéquations polynomiales [10]. Cette approche permet de prendre
en compte l’ensemble Cp,f qui est l’ensemble des contraintes sur les paramètres et les fautes. Comme nous
le verrons dans l’exemple 3.3.5, celles-ci peuvent jouer un rôle fondamental pour discriminer les signatures de
(multi-)fautes.

Les trois résultats suivants sont basés sur le test d’ensemble vide d’ensembles semi-algébriques. Ce test peut-
être fait grâce à des outils de calcul algébrique ([73, 218]).

Le premier critère (resp. le second) consiste à déterminer si la k-ème composante de ASig(fN ) s’annule pour
au moins une valeur réelle de la multi-faute f ∈ FN (resp. ne s’annule jamais).

Pour tout N ⊂ {1, · · · , m}, considérons l’ensemble SN des équations et inéquations polynomiales définies
par

SN := {γ1
1(p,f) = ϕ1, . . . , γ

ns
s (p,f) = ϕN}∪ Cp,f ∪ {vifi = 1|i ∈N} ∪ {fi = 0|i /∈N}

où vi sont de nouvelles indéterminées.
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Critère 1. Si l’ensemble semi-algébrique défini par SN ∪{ASigk(fN ) = 0} est vide alors la kème composante
de ASig(fN ) ne s’annule jamais.

Critère 2. Si l’ensemble semi-algébrique défini par SN ∪{vkASigk(fN )−1 = 0} est vide alors la kème com-
posante de ASig(fN ) est égale à 0.

Pour certains systèmes particuliers, une composante de la signature qui s’annule caractérise les multi-fautes
dont la ième composante est nulle.

Critère 3. Soit S l’ensemble semi-algébrique défini par S := {γ1
1(p,f) = ϕ1, . . . , γ

ns
s (p,f) = ϕN} ∪ Cp,f . Si

l’ensemble des solutions réelles S ∪ {ASigj(f) = 0,vi fi− 1 = 0} et S ∪ {vjASigj(f)− 1 = 0,fi = 0} est vide
alors ASigj(f) = 0 est équivalent à fi = 0.

Si le critère 3 est satisfait pour toutes les composantes fi de f = (f1, . . . , fm), il n’est clairement pas utile
d’appliquer les critères 1 et 2 sur toutes les m! possibles multi-fautes.

En utilisant les trois critères ci-dessus, les valeurs attendues de ASig(f) quand une (multi-)faute f agit
peuvent être regroupées dans un tableau. Par la suite, nous prendrons les conventions suivantes : pour toute
multi-faute f ,

— une cellule contenant ̸0 signifie que les critères 1 ou 3 assurent que la composante de ASig(f) ne
s’annulera jamais quand la multi-faute agit sur le système ;

— un 0 dans une cellule signifie que les critères 2 ou 3 assurent que ASigi(f) est nécessairement égal à 0
quand la multi-faute agit sur le système ;

— une cellule vide indique que la composante de la signature s’annule pour certaines valeurs de (p,f) et ne
s’annule pas pour d’autres valeurs de (p,f).

Exemple 3.3.5. Continuons l’exemple 3.3.1 et reprenons la signature algébrique ASig(f1,f2) = (ϕ1−k,ϕ2 +d)
retournée par notre algorithme dans l’exemple 3.3.4.

Si l’ensemble des contraintes Cp,f = {0 < k < 4, 1 ≤ d, 0 ≤ f1 < 2, 0 ≤ f2 < 2} est pris en compte, les deux
premiers critères fournissent les caractéristiques de la signature algébrique des muti-fautes possibles. Elles sont
résumées dans le tableau suivant :

f ASig1(f) ASig2(f)

f{} 0 0

f{1} ̸0 0

f{2} 0 ̸0

f{1,2} ̸0 ̸0

Clairement, les valeurs de ASig(f) et, plus précisément, les valeurs de ASig1(f) et de ASig2(f) sont suffisam-
ment discriminantes pour toutes les multi-fautes possibles. Ce résultat peut être également obtenu en appliquant
le critère 3 aux deux composantes de la signature : ce critère permet de montrer l’équivalence entre f1 = 0 (resp.
f2 = 0) et ASig1 = 0 (resp. ASig2 = 0).

Si on ne considère pas les contraintes sur les paramètres et les fautes, le tableau suivant est obtenu :

f ASig1(f) ASig2(f)

f{} 0 0

f{1} 0

f{2} 0 ̸0

f{1,2} ̸0

Ce tableau montre que les contraintes jouent un rôle important dans l’étude de la diagnosticabilité. Plus préci-
sément, les outils semi-algébriques assurent que, pour des valeurs particulières de paramètres, la faute f{1} ne
peut pas être détectée d’après les signatures algébriques de f{} et f{1}. On peut faire la même remarque pour la
discrimination des multi-fautes f{2} et f{1,2}.

Remarque 23. D’autres critères algébriques utilisant les calculs de bases de Groebner peuvent être développés
pour obtenir de l’information sur les valeurs possibles de ASig(fN ) quand une multi-faute fN agit. Par exemple,

1. si la base de Groebner EN ∪{ASigk(fN )} est égale à {1} alors la kème composante de ASig(fN ) ne
s’annule jamais. En effet, dans ce cas, les fonctions polynomiales associées aux polynômes de EN ∪
{ASigk(fN )} n’ont pas de zéro complexe en commun ([51]) et par conséquent pas de solution réelle ;
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2. par construction de IN , nous avons que si ASigk(fN ) appartient à IN alors ASigk(fN ) = 0.
Même si les contraintes sur les paramètres impliquant les inégalités ne peuvent pas être prises en compte,

ces critères peuvent être testés plus rapidement dans la pratique que les critères 1 ou 2.

3.3.4 Application
Dans cette section, nous allons reprendre l’exemple du réservoir 3.2.3 utilisé dans le cadre de la signature

fonctionnelle. Nous allons montrer comment à partir de la signature algébrique et des critères que nous avons
définis dans la section précédente on peut traiter la diagnosticabilité et le diagnostic d’un système dans le cas
(multi-)fautes. Nous avons implémenté les algorithmes pour la construction de la signature algébrique et les
critères 1, 2 et 3 en Maple 18. Cette première étape nous a permis de faire une étude de diagnosticabilité du
système en nous fournissant la table donnant les valeurs attendues des signatures en fonction des multi-fautes
possibles. Cette table a ensuite constitué l’entrée d’un programme Scilab permettant d’estimer numériquement
les signatures algébriques des multi-fautes à partir des sorties simulées bruitées. La comparaison entre les valeurs
numériques et les valeurs attendues de la signature ont permis de détecter et d’isoler les multi-fautes.

Reprenons l’exemple 3.2.3 du réservoir mais avec une seule observation 2.
ẋ1(t,p) = p1u(t)−p2

√
x1(t,p), x1(0) = 0.3,

ẋ2(t,p) = p3
√
x1(t,p)−p4

√
x2(t,p), x2(0) = 0.6,

y(t,p) = p5
√
x1(t,p),

(3.22)

où p1, . . . , p5 sont des paramètres positifs.
Les fautes sont f1 une faute additive sur le signal d’entrée, f2 une faute additive agissant sur le capteur à la

sortie du premier réservoir et f3 ∈]0;1[ un défaut de colmatage.
Utilisant les changements de variables z1(t,p) =

√
x1(t,p), z2(t,p) =

√
x2(t,p) et l’algorithme de Rosenfeld

Groebner, l’ARR suivante a été obtenue :

2y ẏ−p5 (f3−1)2 (p1 p5 f1 +p2 f2)−p1 p
2
5 (f3−1)2u+p2 p5 (f3−1)2 y−2f2 ẏ = 0

d’où on déduit le résumé exhaustif :

ϕ(f1,f2,f3) = (−p5 (f3−1)2 (p1 p5 f1 +p2 f2),−p1 p
2
5 (f3−1)2, p2 p5 (f3−1)2, −2f2) .

L’application de l’algorithme Signature_Algebrique nous a donné la signature algébrique :

ASig(f) = (ϕ1, ϕ4, p1 p
2
5 +ϕ2, −p2 p5 +ϕ3,−ϕ3ϕ4 +2ϕ1, −p2 p5ϕ4 +2ϕ1).

L’étape suivante consiste à calculer les valeurs attendues de ASig(f). L’ensemble des contraintes considérées
est :

Cp,f = {0< p1, . . . ,0< p5, 0≤ f3 < 1} .

qui correspondent à la signification physique des paramètres et des fautes du modèle. Les critères 1 et 2 per-
mettent de déduire le tableau 3.1 :

Ce tableau montre que les composantes ASig2(f), ASig4(f) et ASig5(f) permettent de discriminer toutes
les multi-fautes pour n’importe quelle entrée u. En effet, ASig2(f), ASig4(f) et ASig5(f) ne dépendent pas de
la composante ϕ2 qui est le seul coefficient contenant l’entrée u. Le modèle est donc fortement algébriquement
diagnosticable.

Remarque 24. 1. Ce résultat est valable même si la valeur des paramètres p1, p3 et p4 n’est pas connue.
Ainsi, la connaissance de toutes les valeurs des paramètres internes n’est pas nécessaire pour détecter et
discriminer toutes les multi-fautes possibles.

2. La conclusion que le modèle est fortement algébriquement diagnosticable peut être obtenue en appliquant
le critère 3 à ASig2(f), ASig4(f) et ASig5(f).

Dans les simulations, un simple contrôleur est utilisé pour contrôler le niveau de l’eau dans le réservoir
supérieur. On a supposé qu’il suivait un signal carré de référence. Les paramètres du modèle sont p1 = p2 =
p3 = p4 = 0.3, p5 = 1. La sortie simulée est perturbée par un bruit gaussien η tel que η(t) ∈ [−0.01;0.01]. Ainsi
y(t) = ȳ(t) + η(t) où ȳ est la valeur exacte de la sortie correspondant à la valeur exacte des paramètres. Les
observations sont supposées être faites aux temps discrets (ti)i=1,...,M sur l’intervalle [0,50], le pas de temps
étant h= 0.5.
Dans le scénario avec faute, nous supposons que les fautes sont introduites au temps t = 22s. Les figures 3.12
et 3.13 représentent différents cas de simples et multi-fautes agissant sur le système.
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f{} 0 0 0 0 0 0

f{1} ̸0 0 0 0 ̸0 ̸0

f{2} ̸0 ̸0 0 0 0 0

f{3} 0 0 ̸0 ̸0 0 0

f{1,2} ̸0 0 0 ̸0 ̸0

f{1,3} ̸0 0 ̸0 ̸0 ̸0 ̸0

f{2,3} ̸0 ̸0 ̸0 ̸0 0 ̸0

f{1,2,3} ̸0 ̸0 ̸0 ̸0

Table 3.1 – Valeurs numériques attendues des signatures algébriques

Figure 3.12 – Niveau d’eau dans le réservoir supérieur, y, durant la simulation sans faute et durant les
simulations avec de simples fautes introduites à t= 22s.
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Figure 3.13 – Simulations du niveau d’eau dans le réservoir supérieur (valeurs de y) pour le cas sans faute
(courbe noire) et et les cas multi-fautes introduites à t= 22s (courbes bleues, vertes et rouges).

Les dérivées sont estimées en utilisant une méthode basée sur les B-splines [97]. Pour estimer ϕ, nous nous
sommes ramenés à la résolution d’un système linéaire sur-dimensionné. Pour cela, nous avons réécrit l’ARR à
chaque instant discret ti, d’où un système linéaire de dimension M dont les inconnues sont les composantes de
ϕ. Notons yp(ti) l’estimée de ẏ(ti). Le système a la forme suivante :

— Dans le cas avec faute,
AfXf = b (3.23)

avec Xf = (−p5 (f3−1)2 (p1 p5 f1 +p2 f2),−p1 p
2
5 (f3−1)2, p2 p5 (f3−1)2, −2f2)(= ϕ(f)),

Afi = (1,u(ti),y(ti),yp(ti)) et bi =−2y(ti)yp(ti).

— Dans le cas sans faute,
AX0 = b (3.24)

avec X0 = (p1 p
2
5 ;p2 p5), Ai = (u(ti),y(ti)) et bi =−2y(ti)yp(ti).

Ces systèmes sont résolus en utilisant la factorisation QR.

Le système (3.24) est utilisé pour détecter le temps td à partir duquel la multi-faute agit. À partir des 10
premiers pas de temps, la matrice A et le vecteur b sont construits. Ensuite, à chaque pas de temps, ils sont
complétés et le système (3.24) est résolu avec cette nouvelle matrice A et ce nouveau vecteur b. L’estimée
de X0 est comparée avec la valeur nominale. Si leur différence en norme 2 est plus grande que ε = 10−3, une
multi-faute est détectée.

Une fois une multi-faute détectée, le système (3.23) sert à discriminer la (multiple) faute. Au moins quatre
valeurs de temps après la détection de la multiple faute en td sont nécessaires puisque Xf est un vecteur de
dimension 4. Remarquons que les multi-fautes peuvent être détectées et discriminées tous les 0.5 correspondant
aux mesures de sortie. La signature ASig est alors estimée et le tableau 2.1 est utilisé pour discriminer la
multi-faute qui agit. Les résultats sont résumés dans le tableau 3.2.

Même si nous avons fait le simple choix de définir un seuil constant, toutes les multi-fautes ont été détectées
et discriminées. Ces résultats pourraient sans doute être améliorés en utilisant une autre méthode pour définir
un seuil en fonction du bruit.

3.3.5 La détection de faute dans le cadre ensembliste
Cette partie reprend une partie de l’article [102] et fait le lien entre les définitions d’identifiabilité ensem-

blistes donnés à la section 2.5 et la détection.
Dans le cadre du projet ANR MAGIC-SPS, nous nous sommes intéressées aux méthodes de détection et d’iden-
tification des défauts pour les modèles non linéaires à incertitudes bornées. La détection de faute dans le cadre
ensembliste peut se faire à partir de l’estimation des états du système ou des paramètres. Lorsque le modèle est

2. Ce choix est fait pour que le modèle ne soit pas identifiable presque partout.
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(Multi-)fautes f Temps de Temps de

Détection Discrimination

f{1} = ( 0.5 , 0 , 0 ) 0 3

f{2} = ( 0 , 0.5 , 0 ) 0.5 1.5

f{3} = ( 0 , 0 , 0.5 ) 0.5 2

f{1,3} = ( 0.5 , 0 , 0.1 ) 0 1.5

f{1,3} = ( 0.5 , 0 , 0.7 ) 0.5 11∗

f{1,2} = ( 0.5 , 0.5 , 0 ) 0 1.5

f{2,3} = ( 0 , 0.5 , 0.1 ) 0 1.5

f{2,3} = ( 0 , 0.5 , 0.7 ) 0 1.5

Table 3.2 – Temps de détection et de discrimination. Un temps de détection égal à 0 signifie que la multi-faute
est détectée à 22s dès que la multi-faute agit. Un temps de discrimination de 1.5s signifie qu’il aura fallu 4 pas
de temps (22 ; 22.5 ; 23 ; 23.5) pour discriminer la faute.

∗ f3 ̸= 0 est tout d’abord détecté à t= 22.5s et la multi-faute f{1,3} est discriminée à t= 33s.

non linéaire, les ensembles à caractériser peuvent être non convexes et même se composer de plusieurs ensembles
disjoints. Dans ce dernier cas, l’analyse par intervalles donne l’enveloppe connexe de l’union de ces ensembles
entraînant le non déclenchement d’alarme. La difficulté est alors d’obtenir des vecteurs de solution intervalles
plus conservateurs. Des méthodes récentes telles que [2] ou celle que nous avons proposées dans [102] fournissent
des améliorations dans ce sens.

Dans [102], nous avons repris le travail d’identifiabilité et d’estimation de paramètres dans le cadre ensem-
bliste et présenté aux sections 2.5.4 et 2.5.7. Ce travail tire parti de la méthode basée sur l’algèbre différentielle
pour vérifier l’identifiabilité ensembliste et son homologue opérationnel, la µ-identifiabilité ensembliste. Ces no-
tions fournissent un moyen d’étudier différents aspects de l’identifiabilité pour les systèmes à erreurs bornées, en
particulier les systèmes qui représentent une famille infinie de systèmes non linéaires. En construisant le schéma
d’estimation des paramètres sur l’analyse de l’identifiabilité, nous garantissons que l’ensemble de solutions se
réduit à un ensemble connexe, évitant ainsi le pessimisme des méthodes ensemblistes. L’identifiabilité est étroi-
tement liée à la diagnosticabilité car elle fournit la garantie que deux situations correspondant à des valeurs de
paramètres différents sont distinguables. La méthode proposée a été appliquée à l’exemple décrivant la capacité
d’un récepteur du macrophage à recevoir des macromolécule solubles spécifiques et présenté à la Section 2.1.
Dans [103], le modèle a été donné dans un cadre stochastique. L’incertitude a été prise en compte au moyen
d’hypothèses appropriées sur les distributions de probabilité de l’erreur du bruit et du modèle. Dans [102], la
sortie y a été perturbée par un bruit additif borné η, η(t) ∈ [η(t)] et nous nous sommes ramenées à la résolution
d’un système 0 ∈ [A][x]− [b] avec l’algorithme SIVIA (voir Annexe 6).

Différents scénarios sans faute et avec faute ont été considérés. Le scénario sans faute a donné les intervalles
nominaux de référence pour chaque paramètre. Pour chaque scénario, les paramètres ont été estimés correc-
tement avec une précision raisonnable et les intervalles obtenus pour les paramètres avec fautes avaient une
intersection disjointe avec les intervalles nominaux.

3.4 Conclusion
Dans le cadre de la méthode basée sur les ARRs, nous avons proposé deux définitions de diagnosticabilité :

la diagnosticabilité fonctionnelle et la diagnosticabilité algébrique pour les modèles dynamiques non linéaires.
Contrairement aux définitions classiques, l’étude de ces définitions met en évidence certaines des propriétés
analytiques des relations de redondance liées à la faute agissant sur le système.
Dans le premier cas, la propriété d’identifiabilité permet d’assurer qu’une ou des fautes pourront être discrimi-
nées en comparant et évaluant la faute en fonction de l’ensemble des trajectoires du résidu. Dans le second cas,
une table obtenue à partir d’outils semi-algébriques certifie que des (multi)-fautes peuvent ou non être discrimi-
nées en évaluant des relations algébriques. Les méthodes développées s’appuient sur plusieurs outils d’algèbre
(différentielle et algébrique) permettant de garantir les résultats théoriques. De celles-ci, nous en avons déduit
des méthodes numériques pour détecter, discriminer et isoler la ou les fautes.
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Chapitre 4

Réseaux

4.1 Introduction
Je me suis également intéressée aux réseaux d’oscillateurs [30, 31, 50, 154]. Ceux-ci sont très utilisés pour

décrire des processus dynamiques qui se produisent dans de nombreux domaines de la science comme la biologie,
l’étude des populations. La caractéristique principale de ces réseaux d’interaction complexes est l’émergence de
nouvelles propriétés comme la synchronisation entre les différents éléments.

J’ai tout d’abord étudié les conditions de synchronisation de réseaux dont les noeuds sont constitués de sys-
tèmes dynamiques non linéaires, non nécessairement identiques et dont les termes de synchronisation peuvent
être non linéaires [154]. La résolution de ce problème nécessite la prise en compte des dynamiques individuelles
des oscillateurs ainsi que la topologie du graphe, ce qui rend ce problème difficile à résoudre dans certains cas.
La littérature sur ce thème est abondante et de nombreux résultats portant sur des conditions suffisantes pour
obtenir la synchronisation complète de systèmes sont donnés (voir [159]). Classiquement, deux cycles limites
couplés sont synchronisés dès que leur évolution en temps est périodique avec la même période et parfois avec la
même phase [175]. Une question importante sur la synchronisation d’un réseau d’oscillateurs est de déterminer
la stabilité de l’état de synchronisation. Il faut alors considérer les propriétés du réseau et les vecteurs d’état des
oscillateurs (voir par exemple [16, 214, 215, 217, 226]). Deux méthodes ont été proposées dans la littérature.
La première ("master stability function" en anglais), est basée sur le calcul de l’exposant de Lyapunov et les
valeurs propres de la matrice de connectivité [156]. Cependant, le calcul des valeurs propres peut être difficile
pour de grands réseaux d’oscillateurs. Une seconde méthode est la méthode de stabilité de connexion de graphe
("connection graph stability method" en anglais) [16]. Elle lie l’étude d’une fonction de Lyapunov à la topologie
du graphe. Après avoir été développée sur des réseaux dont les termes de synchronisation sont linéaires, elle a
ensuite été étendue aux graphes non orientés [13, 14, 15].
Nous avons étendu un des résultats existant dans le cas où les fonctions de couplage sont non linéaires. Les
conditions suffisantes de synchronisation que nous avons proposées sont basées sur l’étude d’une fonction de
Lyapunov et l’utilisation d’une pseudo-métrique. Ensuite, nous avons donné deux résultats pour obtenir la
synchronisation complète. Le premier donne une condition sur la force de synchronisation. Le second est une
version locale de la première, c’est à dire quand les oscillateurs sont proches de la variété de synchronisation.
Nous avons également donné une condition d’existence des trajectoires des oscillateurs.

Ensuite, dans les articles [30, 31, 50], je me suis intéressée aux liens entre la synchronisation et les paramètres
de bifurcations. Dans [30, 31], présentés dans le prochain chapitre, nous avons étudié la synchronisation de
modèles décrivant des comportements humains en situation de catastrophe dans le cadre du contrôle. À un
paramètre de bifurcation, nous avons associé un type de comportements. Selon sa valeur, la zone géographique
représente une zone de sécurité ou une zone de danger.
Dans [50], nous avons étudié les connexions entre une bifurcation de Hopf d’un neurone modélisé par un système
de Hindmarsh-Rose (HR) et une bifurcation d’un réseau de neurones acyclique direct formé par des systèmes
HR distincts. En particulier, nous nous sommes demandées comment évoluaient les valeurs d’une bifurcation
dans un réseau en fonction des valeurs des paramètres de couplage.
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4.2 Synchronisation de systèmes non orientés
4.2.1 Extension de la méthode de stabilité de connexion de graphes

Soient G un graphe connexe non orienté et n son nombre d’arêtes, E l’ensemble de ses arêtes. L’arête de G,
non orientée, du noeud i au noeud j sera notée (i, j).

Les systèmes dynamiques considérés dans cette partie sont de la forme :

Ẋ1 = F1(X1, t)− ϵ
∑

(1,j)∈E

h(X1,Xj),

...

Ẋn = Fn(Xn, t)− ϵ
∑

(n,j)∈E

h(Xn,Xj),

(4.1)

où
— Xi = (X1

i , . . . ,X
d
i )T est le vecteur composé des d coordonnées du ième oscillateur,

— Fi = (F 1
i , . . . ,F

d
i )T un vecteur de fonctions,

— h= (h1, . . . ,hd)T est la fonction de synchronisation qui définit le vecteur de couplage entre les oscillateurs,
— le paramètre réel ϵ est la force de synchronisation appliquée au réseau d’oscillateurs.

Le système (4.1) de conditions initiales (X1(0), ,X2(0), · · ·Xn(0))T , est dit complètement synchronisé si, pour
tout (i, j) ∈ ⟦1,n⟧,

∥Xi(t)−Xj(t)∥ −−−−−→
t→+∞

0 .

Cela signifie que le vecteur (X1, . . . ,Xn) approche la variété de synchronisation définie par

X1(t) =X2(t) = · · ·=Xn(t) .

En particulier, ceci implique que les oscillateurs ont le même comportement asymptotique (comme des trajec-
toires chaotiques, des solutions stables et périodiques). La synchronisation complète du système (4.1) est dite
globale si elle a lieu pour n’importe quel état initial des oscillateurs. Si le système (4.1) synchronise complètement
dans un voisinage de la variété de synchronisation, la synchronisation est dite locale.

Par la suite, nous noterons les différences ∆i,j =XT
i −XT

j et le vecteur constitué de l’ensemble des différences

∆ = (∆1,2, . . . ,∆1,n,∆2,3, . . . ,∆2,n, . . . ,∆n−1,n)T .

Ainsi, prouver la synchronisation complète du système (4.1) est équivalent à prouver que ∥∆(t)∥ −−−−−→
t→+∞

0 .
Les résultats de synchronisation vont dépendre de la notion de pseudo-métrique.

Soit D un ensemble non vide. Une pseudo-métrique est une application φ :D×D→ R+ qui vérifie les axiomes
suivants :

— φ(z1,z1) = 0,
— φ(z1,z2) = φ(z2,z1) (propriété de symétrie),
— ∃ρ > 0, φ(z1,z3)≤ ρ(φ(z1,z2)+φ(z2,z3))

On peut noter que toute métrique est une pseudo-métrique avec ρ= 1.

Soit φ une pseudo-metrique sur l’ensemble D. Posons, pour tout m ∈ N∗, ρ(m) le plus petit réel tel que

φ(z1,zm+1)≤ ρ(m) [φ(z1,z2)+ · · ·+φ(zm,zm+1)] . (4.2)

Remarquons que ρ(1) = 1.

Dans les exemples suivants, les expressions de ρ(m) sont les conséquences directes de la convexité des fonctions
x→ (x2)α et x→ xtanh(x).

Exemple 4.2.1. 1. L’application φα : R2×R2→ R+ définie par

φα

 x1

y1

 ,
 x2

y2

=
(
(x1−x2)2)α

avec α≥ 1/2 est une pseudo-métrique pour laquelle ρ(m) =m2α−1.
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2. Soit D la boule fermée de centre 0 et de rayon 1. L’application φ :D×D→ R+ définie par

φ




x1

y1

z1

 ,


x2

y2

z2


= (x1−x2)tanh(x1−x2)

est une pseudo-métrique pour laquelle ρ(m) =m.

Nous avons les propriétés suivantes.

Proposition 21. ✓ La suite de réelles (ρ(m))m≥1 est croissante.
✓ Pour tout m ∈ N∗, ρ(m)≤ ρ(2)m−1 (voir [219]).
✓ Soit φ1 et φ2 deux pseudo-métriques sur D tels que ρ1(m) et ρ2(m) sont les plus petits réels vérifiant

(4.2). Pour tout α> 0 et β > 0, l’application αφ1 +βφ2 est une pseudo-métrique sur D vérifiant ρ(m) =
Max{ρ1(m),ρ2(m)}.

La définition d’une pseudo-métrique permet de définir une pseudo-longueur entre deux sommets de G. Consi-
dérons φ une pseudo-métrique définie sur l’ensemble des variables des oscillateurs. zi étant la variable d’état du
ième sommet de G et φ(zi,zj) la pseudo-longueur entre les sommets i et j alors φ(zi1 ,zi2)+ · · ·+φ(zim−1 ,zim)
est la pseudo-longueur de n’importe quel chemin Pi,j = (i= i1, i2, · · · , im = j) du sommet i au sommet j.

Les résultats de synchronisation du système (4.1) que nous avons établis (théorèmes 3 et 4 de la section 4.2.2)
s’appuient sur un résultat de majoration de la somme des pseudo-longueurs entre deux oscillateurs quelconques.
Nous avons montré que cette somme est bornée par la somme des pseudo-longueurs des chemins joignant deux
oscillateurs quelconques. Cette majoration est définie à une constante multiplicative près C(G). La constante
C(G) joue un rôle important dans les théorèmes 3 et 4 puisque la force de synchronisation ϵ est proportionnelle
à cette constante. Le résultat de majoration est le suivant :

Proposition 22. Soit G un graphe connexe, E l’ensemble de ses sommets et φ une pseudo-métrique sur l’en-
semble D. Pour toute sommet i, soit zi ∈D un vecteur associé au sommet i. Il existe une constante C dépendant
seulement de G telle que ∑

i,j

φ(zi,zj)≤ C
∑

(i,j)∈E

φ(zi,zj) . (4.3)

De plus, le plus petit réel C satisfaisant (4.3) et noté C(G) est borné par

n(n−1)
2 δ(G)ρ(δ(G)) , (4.4)

où δ(G) est le diamètre de G.

Remarque 25. 1. La borne (4.4) de C(G) peut ne pas conduire à une bonne estimation de C(G) pour un
graphe particulier. Néanmoins, cette borne est valable pour tout graphe avec n sommets.

2. Dans le cas d’une pseudo-métrique satisfaisant l’inégalité triangulaire, i.e. quand ρ(n) = n pour tout
n ∈N∗, une méthode considérant G comme entrée et donnant une borne de C(G) est proposée dans [15].
Les deux principales étapes de la méthode proposée sont :

(a) pour tout (i, j) avec i > j, choisir un chemin Pi,j ; celui-ci est généralement choisi de longueur mini-
male (nombre d’arêtes du chemin) ;

(b) pour chaque arête e du graphe, déterminer la somme B(e) des longueurs de tous les chemins Pi,j
contenant l’arête e. Une borne pour C(G) est alors Max{B(e) : e ∈ E}.

Pour chaque choix de chemin, ces deux étapes retournent une borne de C(G). Clairement, le nombre
de chemins possibles est important ces choix ne sont pas optimaux en général. Toutefois, les calculs des
bornes de C(G) restent possibles. En modifiant la première étape de la méthode, elle peut-être appliquée
à notre cas : elle consiste à considérer, pour tout chemin Pi,j , la pseudo-longueur ρ(|Pi,j |) plutôt que la
longuer |Pi,j |.

3. Dans le cas de pseudo-métriques φ satisfaisant ρ(m) = m, la méthode proposée dans [15, 16] et les
bornes explicites de C(G) calculées avec cette méthode peuvent être directement utilisées. C’est le cas de
la seconde fonction dans l’exemple 4.2.1.
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4.2.2 Synchronisations complètes
Nous avons traité deux cas. Le premier était la synchronisation complète pour laquelle les oscillateurs

X1, . . . ,Xn sont dans D = Rd, le second étant la synchronisation complète pour laquelle les oscillateurs sont
dans un voisinage de D pour la variété X1 =X2 = · · ·=Xn.

Les hypothèses sur le système (4.1) sont les suivantes :
— Pour tout (i, j) ∈ E , il existe des réels positifs a1, . . . , ad tels que pour tout (Xi,Xj) ∈D,

φ(Xi,Xj) =
d∑
k=1

ak(Xk
i −Xk

j )hk(Xi,Xj) (4.5)

sont des pseudo-métriques où h= (h1, . . . ,hd)T est la fonction de synchronisation.
— Pour tout (i, j) ∈ ⟦1,n⟧2 et, pour tout t≥ t0 où t0 ∈ R, si (Xi,Xj) ∈D, alors nous avons

d∑
k=1

ak(Xk
i − Xk

j )
(

F ki (Xi, t) − F kj (Xj , t)
)

≤ φ(Xi,Xj) . (4.6)

— Pour tout (i, j) ∈ ⟦1,n⟧2 et tout (Xi,Xj) ∈D, si
d∑
k=1

ak(Xk
i −Xk

j )
(
F ki (Xi, t)−F kj (Xj , t)

)
= 0

et/ou φ(Xi,Xj) = 0 alors (Xi =Xj) . (4.7)
Remarque 26. 1. L’hypothèse (4.5) implique que,

h(Xi,Xj) =−h(Xj ,Xi)(anti-symétrique).

2. L’hypothèse (4.7) est nécessaire pour prouver la synchronisation du système (4.1) dans les théorèmes 3
et 4. La condition φ(Xi,Xj) = 0 dans cette hypothèse n’est pas toujours suffisante car elle n’implique pas
les égalités de toutes les composantes des oscillateurs. Dans ce cas, la première condition est nécessaire
pour prouver la synchronisation complète.

Dans les cas pratiques, une première difficulté est de prouver l’existence des trajectoires du système (4.1)
pour t suffisamment grand. La proposition suivante lie l’existence des trajectoires des systèmes couplés et non
couplés.
Proposition 23. Pour tout (i, j) ∈ ⟦1,n⟧2, supposons que les hypothèses (4.5), (4.6) et (4.7) sont satisfaites et
que, pour tout t≥ t0, XT

i Fi(Xi, t)≤Ψ(||Xi ||) où Ψ satisfait les conditions∫ +∞

t=t0

ds

Ψ(t) = +∞ et Ψ(t)> 0 pour tout t≥ t0 ≥ 0.

Alors, le problème de Cauchy défini par le système (4.1) et la condition initiale


X1(t0)

...

Xn(t0)

 ∈ Rnd a une

solution définie sur [t0;+∞) .

Nous avons établi le théorème suivant qui permet d’obtenir la synchronisation complète du système (4.1). Sa
preuve est basée sur l’application de la seconde méthode de Lyapunov et sur les propriétés de la pseudo-métrique
φ.
Théorème 3. Supposons que les hypothèses (4.5), (4.6) et (4.7) soient satisfaites pour D = (Rd)2. Si ϵ >
C(G)

2n , où C(G) est la borne optimale telle que l’inégalité (4.3) est vraie, alors le système (4.1) synchronise
complètement.

Nous avons également établi un résultat de synchronisation locale. Pour cela, nous avons eu besoin des

notations suivantes. Soit H la matrice diagonale Diag(a1, . . . ,ad) et H =


H 0 · · · 0

0 H · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · H

 la matrice

composée de n(n−1)
2 matrices H. L’application
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∥.∥V : R
n(n−1)

2 d → R+

X →
√

1
2X

THX
(4.8)

est une norme puisque a1, . . . ,ad sont positifs. Considérons

V (t) = ∥∆(t)∥2V = 1
2

d∑
k=1

∑
i<j≤n

ak(Xk
i (t)−Xk

j (t))2 .

Théorème 4. Soit B la boule fermée

{X ∈ R
n(n−1)

2 d | ∥X∥V ≤ r}

où r est un réel positif. Supposons que les hypothèses (4.5), (4.6) et (4.7) sont vérifiées quand ∆ appartient à
B et supposons qu’à un instant t0, ∆(t0) appartient à l’intérieur

◦
B de B.

Si ϵ > C(G)
2n , C(G) étant la borne optimale telle que l’inegalité (4.3) a lieu, alors le système (4.1) se synchronise.

4.2.3 Application
Le théorème 4 est appliqué à un réseau d’oscillateurs de Chua [42, 43, 131]. Si X = (x,y,z)T , les équations

pour un simple oscillateur sont données par Ẋ = F (X) où

F (x,y,z) =


a[y−x−f(x)]

x−y+z

−by− cz

 ,
a > 0, b > 0, c > 0 et f est une fonction par morceaux définie par

f(x) = dx+1/2(d−e)(|x+1|− |x−1|) .

Considérons une configuration en étoile pour laquelle le vecteur d’état du i-ème oscillateur est donné par
ẋi

ẏi

żi

=


a[yi−xi−f(xi)]

xi−yi+zi

−byi− czi



+ϵ
∑

j |(i,j)∈E


tanh(xi−xj)

0

0

 , (4.9)

et E = {(1;2),(1;3), . . . , (1;n)}.

Remarque 27. 1. La fonction de synchronisation tanh modélise la situation commune dans laquelle l’in-
fluence des oscillateurs sur les autres sature quand elle est trop grande. Ce type de fonction apparaît
naturellement dans les systèmes dynamiques [182].

2. Le fait que les solutions du système sont définis sur R est une conséquence directe de la proposition 23.

Soit δ un réel positif tels que 2d−e−1< δ. Remarquons que 2d−e borne l’ensemble des pentes{
f(x)−f(y)

x−y
| 0< |x−y| ≤ 1

}
.

Le système (4.9) est équivalent à 
ẋi

ẏi

żi

=


a[yi−xi−f(xi)]

xi−yi+zi

−byi− czi


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+ϵ′
∑

j |(i,j)∈E


δ tanh(xi−xj)

0

0

 , (4.10)

où ϵ′ = ϵ/δ 1. Dans le but d’appliquer le théorème 4, vérifions les hypothèses (4.5), (4.6) et (4.7). Pour cela,
considérons la boule B = {X ∈ R

3n(n−1)
2 | ∥X∥V ≤ 1} et a1 = 1/a, a2 = 1, a3 = 1/b. Comme a > 0 et b > 0,

l’hypothèse (4.5) est évidente.
Vérifions l’hypothèse (4.6). Nous avons

3∑
k=1

ak(Xk
i − Xk

j )
(

F ki (Xi) − F kj (Xj)
)

= (xi− xj)(f(xi) − f(xj)) − (xi− xj)2

−(yi− yj)2 − c/b(zi− zj)2

≤ (2d − e − 1)(xi− xj)2.

(4.11)

De la définition de δ, nous en déduisons un voisinage fermé B de la variété de synchronisation,

3∑
k=1

ak(Xk
i −Xk

j )
(
F ki (Xi)−F kj (Xj)

)
≤ δ(xi−xj)tanh(xi−xj)

(4.12)

Par conséquent, l’hypothèse (4.6) est vérifiée.

Montrons l’hypothèse (4.7). Supposons que φ(xi,xj) = 0, nous avons xi = xj car tanh est décroissante.
L’égalité (4.11) implique que Xi =Xj .

L’application φ est une pseudo-métrique dans un voisinage de la variété de synchronisation satisfaisant, pour
tout m ∈ N∗, ρ(m) =m (voir par exemple 4.2.1) et la borne C(G) est donnée explicitement par 2n−3 (voir la
remarque 25 et [16]).

Le théorème 4 peut être appliqué : si, pour un instant t0, le système (4.9) est suffisamment proche de

la variété de synchronisation, c’est à dire si ∆(t0) ∈ B, et si ϵ > δ C(G)
2n = δ (2n−3)

2n alors le système (4.9)
synchronise complètement.

Remarque 28. L’approche que nous avons utilisée dans cet exemple peut être facilement étendue à d’autres
fonctions f et à d’autres termes de synchronisation [109].

4.3 Liens entre synchronisation et bifurcations
Le modèle HR décrit en partie le fonctionnement d’un neurone et résulte de la simplification et la géné-

ralisation du modèle de Hodgkin-Huxley [95, 96]. Le modèle HR est un système autonome de trois équations
différentielles ordinaires pouvant reproduire plusieurs dynamiques du neurone comme les spikes ou les compor-
tements chaotiques. Il s’écrit 

ẋ = y+ax2−x3−z+ I

ẏ = 1−dx2−y

ż = ϵ(b(x− cx)−z)

(4.13)

Les paramètres a, b et d sont déterminés expérimentalement. Le paramètre I correspond au courant appliqué
tandis que cx est la solution x du système de dimension 2 défini par les deux premières équations de (4.13)
quand I = 0 et z = 0. Finalement, le paramètre ϵ représente le rapport d’échelle de temps entre les flux rapides
et lents qui ont lieu à travers la membrane d’un neurone. Les deux premières équations contrôlent la dynamique
rapide du système tandis que la troisième la dynamique lente.
Les comportements périodiques sont des phénomènes fréquents dans beaucoup de systèmes naturels et sont
souvent liés à des paramètres de bifurcation du modèle mathématique. Or, étant donné la difficulté des calculs,

1. Le réel δ est introduit pour borner la somme
∑3

k=1 ak(Xk
i − Xk

j )
(

Fki (Xi) − Fkj (Xj)
)

par la pseudo-métrique φ(Xi,Xj) =
δ(xi− xj)tanh(xi− xj) comme dans l’hypothèse (4.6)
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les analyses de bifurcation du modèle HR sont essentiellement numériques [59, 86, 185, 212] sauf dans [28] mais
où une partie des paramètres est fixée.

Le paramètre ϵ joue un rôle important pour décrire l’activité neuronale et c’est ce paramètre que nous avons
choisi comme paramètre de bifurcation, comme dans [49, 86]. Une bifurcation de Hopf réfère à un changement
radical de la dynamique de sortie du modèle dû au changement de la valeur d’un des paramètres. Près d’un
point critique, selon la valeur du paramètre de bifurcation, la sortie du modèle tend soit vers un point d’équilibre
stable soit vers une solution périodique [90]. À la figure 4.1 est représenté le portrait de phase dans (x,y,z) et
les séries temporelles du système (4.13) pour deux valeurs différentes de ϵ, avant et après la bifurcation de Hopf.
Les valeurs des autres paramètres sont a = 3, b = 4, D = 5 et I = 3,25. Lorsque la valeur de ϵ est plus petite
que ϵc = 0,125912, le système admet une solution périodique. Lorsque sa valeur croît, cette solution disparaît,
puis le système admet un point d’équilibre stable quand sa valeur est plus grande que ϵc.

(a) (b)

Figure 4.1 – (a) Portrait de phase dans (x,y,z) et séries temporelles du système (4.13) avec les paramètres
a = 3, b = 4, D = 5 et I = 3,25 et ϵ = 0.12 < ϵc. Ici, a solution asymptotique est un cycle limite stable. (b)
Portrait de phase dans (x,y,z) et séries temporelles du système (4.13) avec les paramètres = a= 3, b= 4, D= 5
et I = 3,25 et ϵ= 0.13> ϵc. Pour cette valeur de ϵ la solution asymptotique est un noeud stable.

Dans [49, 86], les auteurs ont fait une étude de bifurcation sur le simple modèle HR par rapport à ε et en
donnant une valeur numérique aux autres paramètres. Dans [50], nous avons proposé une étude de bifurcation
par rapport à ε quelque soit les valeurs des autres paramètres. De plus nous avons étendu l’étude à un système
couplé de N neurones. Un de nos défis était d’étudier la dynamique d’un réseau de neurones, comme l’émergence
de comportements coordonnés du réseau, à partir des dynamiques d’un seul neurone.

En ce qui concerne les fonctions de couplage, nous avons choisi les fonctions linéaires. En effet, dans le
cerveau, les neurones interagissent grâce aux synapses [87] qui peuvent être soient électriques soient chimiques.
Dans le premier cas, les interactions sont modélisées par des fonctions de couplage linéaires, dans le second, par
des fonctions de couplage non linéaires. Notre choix s’est porté sur les synapses électriques. Plus généralement,
les réseaux que nous avons considérés sont des réseaux de neurones acycliques, orientés de modèles HR couplés
linéairement. Notre choix de topologie inclut des topologies classiques si le réseau a un noeud source et pas de
cycles (voir la figure 4.2).

Au niveau du réseau, nous avons travaillé sur un point d’équilibre particulier du réseau. Si les premiers
systèmes découplés des autres commencent à osciller dues à la valeur critique de bifurcation, les autres sous-
systèmes développeront également des cycles limites avec une amplitude dépendant de la force de couplage et
le réseau présentera une bifurcation de Hopf. Nous avons été plus loin dans le raisonnement et avons montré
qu’il est suffisant qu’un seul sous-système oscille pour avoir une bifurcation de Hopf du système complet. Dans
le cas d’un réseau acyclique direct, nous avons également établi :

— une expression analytique du paramètre de bifurcation d’un sous-système en fonction des coordonnées du
point d’équilibre et des paramètres de ce sous-système et de la somme des forces de couplage dépendant
des systèmes précédents,

— les formules donnant la direction, la stabilité et la période des solutions périodiques de toute bifurcation
de Hopf dans le réseau.
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Figure 4.2 – Chaîne de réseau (si kij = 0 ∀j ̸= i−1) ; fermeture transitive de la chaîne (et tout état intermédiaire
de cette fermeture ; réseau en étoile (si kij = 0 ∀j ̸= 1) ; tout graphe direct acyclique avec un noeud source.

Ce travail théorique a permis d’étudier l’influence du couplage sur les bifurcations de Hopf dans le réseau
dans deux cas particuliers.

4.4 Conclusion
Les réseaux d’oscillateurs sont depuis toujours un des paradigmes les plus utilisés pour décrire les processus

dynamiques qui se produisent dans de nombreux domaines de la science. Étant donné la complexité des systèmes
étudiés, la plupart des résultats sont numériques. Nous avons pu toutefois généraliser des résultats théoriques
de synchronisation et proposer des expressions analytiques pour étudier des bifurcations de Hopf du réseau à
partir d’une bifurcation (de Hopf) survenant dans un neurone. Dans le prochain chapitre, je traite d’exemples
de réseaux modélisant une zone géographique impactée par une catastrophe et la propagation des différents
comportements adoptés par la population.
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Chapitre 5

Croisement entre les mathématiques et
les sciences humaines

Cette partie présente un travail qui a commencé en 2013 avec le projet PEPS HuMaIn (Humanité-Mathé-
matiques-sciences de l’Information) : Le comportement de foule en situation de catastrophe : les comprendre
pour mieux les prévenir. Celui-ci visait à décrire et modéliser les différents comportements adoptés lors d’une
catastrophe en s’appuyant sur les connaissances en neurosciences. Il a conduit au développement du modèle
Panique-Control-Réflexe (PCR) et à la thèse de Guillaume Cantin. Les différents intervenants que nous avons
rencontrés au cours de ces années comme les géographes, les professionnels de gestion de crise et les psycho-
logues ont fait évoluer notre compréhension sur les types de comportements et leurs transitions au cours d’un
événement brutal. Ce travail a abouti au projet ANR Com2SiCa (https ://www.com2sica.cnrs.fr/). Ainsi, le
modèle PCR a été enrichi et est devenu le modèle Alerte-Panique-Contrôle (APC). Ce dernier est basé sur
deux variables clés utilisées en psychologie pour identifier et caractériser les différents comportements humains :
l’intensité de la charge émotionnelle et sa régulation. Cette caractérisation a conduit à définir trois états com-
portementaux adoptés lors d’une catastrophe : alerté, contrôlé et paniqué ainsi que les transitions entre ces états.

Un effort particulier de réflexion a été fait pour simplifier la représentation des différents comportements tout
en gardant les caractéristiques principales des dynamiques individuelles et collectives dans ce qui est sans doute
un domaine assez complexe de l’expérience humaine, celui du comportement humain en situation d’urgence.
Ainsi, les déterminants psychologiques capturés sur la base des discussions avec des psychologues, d’enquêtes de
terrain et de simulations ont été traduits en systèmes relativement simples d’équations différentielles ordinaires
non linéaires. Cet effort s’est déroulé en deux étapes successives concordant au développement de deux modèles :
le modèle PCR puis le modèle APC. Tous les deux ont été étudiés sous leur forme adimensionnelle. Pour ces
deux modèles, nous nous sommes essentiellement concentrés sur un événement unique même si dans les premiers
travaux sur le modèle PCR, nous avons intégré un processus d’enchaînement de catastrophes dans les transitions
entre les trois états paniqués, contrôlés et réflexes.
La difficulté dans ces projets a été de valider les modèles mathématiques étant donné la difficulté de récupérer
les données sur le terrain. Toutefois, pour le modèle APC, des connaissances des thématiciens, nous avons pu
donner un ordre de grandeur des paramètres. Puis, nous avons travaillé sur une expérience de réalité virtuelle
réalisée en lieu clos et contrôlé au Laboratoire de Psychologie des Pays de la Loire (Nantes) en 2020. Elle
s’appuie sur un scénario, celui de l’arrivée d’une vague de tsunami d’origine sismique sur une plage de Nice
[19]. Ce scénario est désormais intégré en France dans les outils réglementaires nationaux. L’étude portait
plus spécifiquement sur l’analyse des réactions psychologiques, comportementales et physiologiques (mesures
physiologiques du stress) des participants volontaires. Le scénario intégrait également des personnages virtuels
(avatars) afin d’observer les réactions dans un contexte d’interaction sociale (entre la personne volontaire et les
personnages virtuels). Le calage des données topographiques de la plage (largeur de la plage, présence d’escaliers,
de galets, rambardes d’accès etc...) a été réalisé par des mesures précises réalisées durant les enquêtes de terrain
à Nice [205]. Actuellement, nous ne disposons pas de données pour confronter et apprécier la différence entre
réalité et réalité virtuelle. Cependant, dans les expériences de réalité virtuelle (RV) faites dans d’autres domaines
des sciences humaines et sociales, il y a une bonne validité écologique, c’est-à-dire que les réactions humaines
sont similaires entre la réalité et les expériences de RV comme expliqué dans [118]. Ce modèle ouvre de nouvelles
perspectives dans la compréhension et la modélisation des comportements en situation de catastrophe comme
nous le verrons dans la suite.
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Figure 5.1 – Analyse et comparaison des deux approches de modélisation comportementale basée, soit sur des
descriptions individuelles conduisant à des systèmes multi-agents (bas de la figure), soit sur des description de
populations conduisant à des systèmes dynamiques (haut de la figure). L’approche à base d’agents nécessite une
génération d’individus avec une part d’aléatoire puisqu’on ne peut se référer à des connaissances ou données
qu’à l’échelle des populations (C. Bertelle, 2021)

5.1 Pourquoi avons nous choisi la modélisation macroscopique à
base d’EDOs ?

Deux échelles de modèles sont envisageables pour représenter les dynamiques et les interactions comporte-
mentales : au niveau individuel (approche micro utilisant généralement des modèles à base d’agents) et au niveau
collectif (approche macro utilisant généralement des modèles à base de systèmes dynamiques) (voir Figure 5.1).

Dans la première phase de projet, deux points essentiels nous ont amenés à choisir la modélisation à base de
systèmes dynamiques au détriment des modèles micro ou agent. Tout d’abord, dans les modèles micro ou agent,
il est nécessaire d’introduire une part d’aléatoire dans le comportements des individus ; l’attribution individuelle
des comportements est parfois difficile à justifier scientifiquement. Ces modèles, qui donnent l’apparence d’une
grande précision, conduisent à un très grand nombre de degrés de liberté empêchant tout contrôle des dynamiques
afin de comprendre les processus qui les génèrent. Ensuite, l’un des objectifs du projet était le développement
d’une plateforme web cartographique de simulation des réactions humaines destinée à la communauté scientifique
mais aussi aux professionnels en charge de la sécurité et sûreté des citoyens. Or, les politiques et notamment
des politiques du risque souhaitent gérer et réguler les situations au niveau collectif et non de contrôler chaque
individu. Ils agissent à une échelle macroscopique, celle de la population dans son intégralité. En raison de
ces limites, nous n’avons pas retenu la modélisation à base d’agents mais une modélisation à base de systèmes
dynamiques. Ces derniers permettent d’intégrer les connaissances que l’on a sur les propriétés collectives d’une
population et sur le(s) processus(s). De plus, le paramétrage est bien adapté à la gestion des dynamiques
comportementales collectives en situation de catastrophe. Par exemple, il suffit de modifier de façon continue
un paramètre jugé important, comme celui de la culture du risque, pour en déduire comment varie la dynamique
des comportements humains collectifs. Ces modèles sont donc intégrateurs de connaissances. Ils peuvent donner
une aide à la formation dans une situation d’urgence et permettre de mieux comprendre le comportement
émotionnel d’un groupe d’individus conduisant entre autres à des effets de panique.
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5.2 Le modèle Panic-Control-Reflex (PCR)
Cette partie reprise des travaux [30, 32, 33, 164, 193, 199] est le fruit d’un travail en commun avec Guillaume

Cantin, des géographes (Damienne Provitolo, Edwige Dubos-Paillard et Anne Tricot), des mathématiciens
(Valentina Lanza, Moulay Aziz Alaoui) et des informaticiens (Rodolphe Charrier, Cyrille Bertelle).

5.2.1 D’une typologie des comportements au modèle mathématique
Dans ces projets, nous avons fait abstraction des dynamiques de déplacements collectifs [35, 47, 93, 130,

186, 223] et nous nous sommes focalisés sur des aspects souvent moins détaillés dans les modèles présents dans
la littérature. Ces aspects correspondent à la modélisation des états comportementaux, leurs évolutions dans
une situation de catastrophe et les phénomènes de propagation sociale de ces états. En effet, la plupart des
modèles mathématiques font référence seulement aux paniques collectives [70, 106, 155] car ces réactions sont
plus facilement observables et retranscrites tant lors de catastrophes naturelles, technologiques que sanitaires
[52, 85, 94, 163, 165]. À une époque où les politiques et responsables territoriaux sont juridiquement responsables
des incidents que peuvent provoquer la gestion de foules et des grands rassemblements, ces réactions de panique
sont d’autant plus craintes par les acteurs en charge de la gestion des catastrophes. En effet, ils ne peuvent pas
facilement les contrôler car elles se déclenchent et se diffusent comme un "feu de paille". Ces comportements
collectifs de panique ne sont pas uniquement une réaction à une situation critique mais ils peuvent être l’origine
de la dangerosité d’une situation qui aurait pu être contrôlée avec un comportement adapté comme lors de la
panique au stade Heysel en 1985 ou lors des rassemblements à la Mecque, notamment sur le pont Djamarat en
2015. Pour décrire de manière plus précise ces comportements collectifs, les seules comportements de panique
ne sont pas suffisants.

Des comportements contrôlés sont également relatés [68, 133, 153] : certains illustrent des réactions statiques
comme l’immobilité ; d’autres des réactions dynamiques comme la fuite réfléchie, l’éloignement ou encore l’en-
traide [69, 78, 166]. Enfin, les recherches en psychologie et en neurosciences ont pu enseigner que l’être humain
restait rarement figé dans un même état comportemental mais exprimait un enchaînement de réactions du début
à la fin d’une catastrophe.

Provitolo et al. [164] ont proposé une typologie des comportements humains dans les zones impactées par
un événement catastrophique. Cette typologie est basée sur les zones cérébrales impliquées dans la réponse
comportementale mais également durant les phases temporelles de l’événement et ses alertes. Dans une zone
impactée, deux catégories de comportements ont été décrites selon la zone cérébrale impliquée :

— la zone reptilienne du cerveau, le centre de nos instincts et la base de nos émotions. Il est la source des
comportements instinctifs qui induisent des comportements impulsifs et d’urgence ;

— la zone préfontale du cerveau qui conduit à des comportements contrôlés. Il adapte de manière plus
réfléchie les réactions aux stimuli extérieurs.

La première catégorie regroupe les comportements d’évasion et de panique, mais aussi les comportements comme
la sidération et les comportements d’automate [52]. Ce mécanisme permet aux gens de réagir rapidement soit
en s’enfuyant le plus vite possible, soit en étant sidérés et en étant physiquement incapables de se déplacer dans
l’espace. La deuxième catégorie concerne les comportements calmes et de maîtrise de soi.
Dans ce premier modèle mathématique, nous avons décidé de distinguer trois types de comportements différents
en situation de catastrophe soudaine : deux faisant partie de la première catégorie et une faisant partie de la
seconde. Malgré la diversité des comportements réflexes, nous avons décidé de les diviser en deux types.

— les comportements réflexes hors panique (sidération et comportements d’automates).
— les réactions de panique puisqu’elles ont un statut particulier dans les comportements réflexes.

Le comportement de panique a été différentié car il est le plus redouté : il peut provoquer des situations dange-
reuses dans une foule, dues au piétinement et à l’écrasement et peut provoquer des décès. De plus, il est difficile
de stopper ce mécanisme une fois enclenché puisque il est plus lié à des dynamiques internes qu’à l’éloignement
du danger [52]. On peut noter que ce comportement n’est pas toujours adopté comme, par exemple, lors d’un
tremblement de terre au Japon, un pays où la population est formée pour réagir de façon adéquate en cas de
catastrophe.
Enfin, puisque le cortex préfrontal s’empare du cerveau reptilien, le troisième type de comportement envisagé
regroupe l’ensemble des réactions contrôlées, intelligentes et raisonnées. Ils peuvent prendre différentes formes
lors d’une catastrophe, comme par exemple l’évacuation ou la fuite, le confinement, la mise à l’abri, la recherche
de secours, le pillage, le vol, etc... Malgré leur variété, nous avons décidé de les globaliser.

Il faut bien noter qu’automaticité ne veut pas dire irrationalité. Le fait qu’une réaction soit automatique,
instinctive, n’indique pas qu’elle soit irrationnelle, inadaptée ou erronée. Le même constat s’applique pour les
comportements contrôlés, ces derniers n’étant pas systématiquement adaptés à la situation.
Les trois comportements précédents ne se produisent pas tous en même temps et respectent un certain ordre.
En effet, le premier comportement d’un individu face au danger est un comportement réflexe, suivi dans un
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second temps, d’un comportement contrôlé ou paniqué [83].
Cette catégorisation de ces comportements et leurs interactions a conduit à la création du modèle PCR (Panic-
Control-Reflex) qui est décrit de façon plus précise à la section suivante.

5.2.2 Le modèle mathématique PCR et ses applications
Soit la classe Q composée d’individus dans un comportement du quotidien. On suppose qu’il n’y a pas de

naissance ou de décès au cours de la catastrophe. La population est donc constante et est composée de N
individus. Ainsi, on note

— Q(t) le nombre d’individus ayant un comportement du quotidien avant que la catastrophe commence,
donc Q(0) =N ,

— B(t) le nombre d’individus revenus à un comportement du quotidien durant ou après la catastrophe. Nous
supposons qu’à la fin de la catastrophe, tous les individus sont dans ce comportement, donc B(tend) =N.

D’après la section précédente, la population est décomposée en 3 sous-populations lors de la catastrophe, d’où
les variables :

— R(t) = nombre de personnes dans un comportement réflexe,
— C(t) = nombre de personnes dans un comportement contrôlé,
— P (t) = nombre de personnes dans un comportement paniqué.

Puisque nous supposons être en présence d’un événement soudain et imprévisible, toute la population concernée
aura d’abord un comportement réflexe, correspondant à des comportements instinctifs. Ainsi, les comportements
routiniers, représentés ici avec la variable Q(t), ne peuvent être transformés qu’en comportements réflexes. Par
la suite, les comportements réflexes peuvent devenir des comportements contrôlés ou paniqués. Puisque B(t)
représente le nombre d’individus qui reviennent à un mode de vie normal, il ne peut être alimenté que par les
comportements contrôlés C(t). En effet, un individu a besoin de reprendre le contrôle de soi afin de retrouver la
routine quotidienne. De plus, nous supposons qu’une fois revenu à la normale, il reste dans leurs comportements
habituels. Ainsi, les individus dans B ne peuvent pas passer dans Q et rentrer dans la boucle.
Selon les psychologues et les géographes [24, 52, 91, 164], lors d’événements catastrophiques, les individus ne
restent pas dans le même état comportemental. Des transitions, récurrentes à chaque catastrophe, ont lieu entre
ces sous-populations : les processus de causalité (B1,B2,C1,C2) et les processus d’imitation et de contagion
(α1,α2,β1,β2,γ1,γ2) qui seront expliqués dans la suite. Ces états comportementaux et ces processus sont re-
présentés à la figure 5.2. L’événement extérieur, c’est à dire la catastrophe est représentée par la fonction γ

Figure 5.2 – Graphe modélisant les trois types de comportements humains dans un contexte de catastrophe

qui peut être une fonction discrète ou continue selon le type de catastrophe. Par exemple, un événement tels
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s

η(s)

Figure 5.3 – Représentation de la fonction η

qu’un tsunami peut être modélisé par une fonction discrète alors qu’une inondation peut-être modélisée par
une fonction continue puisqu’elle peut-être annoncée quelques heures avant son début. La fonction φ modélise
le retour au comportement du quotidien des personnes en comportement de contrôle.
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(5.1)

La population est supposée constante, c’est à dire : N =R+C+P +Q+B.
Les fonctions d’imitation sont définies de la façon suivante :

F̃ (R, C) =−α1η

(
R

C+ε

)
+α2η

(
C

R+ε

)

G̃(R, P ) =−β1η

(
R

P +ε

)
+β2η

(
P

R+ε

)

H̃(C, P ) =−γ1η

(
C

P +ε

)
+γ2η

(
P

C+ε

)
.

(5.2)

où αi > 0, βi > 0, γi > 0, i= 1, 2, 0< ε << 1 et η(s) = s2

1+s2 .
Les fonctions décrivant le processus d’imitation entre deux comportements distincts dépendent de la proportion
d’individus dans chacun des comportements. En particulier, la fonction d’imitation H̃ décrit une imitation qui
peut se faire entre les P et C mais également entre les C et P . Selon les valeurs des paramètres γ1 et γ2, elle
peut décrire la loi du plus fort. En effet, lorsque la valeur de s est petite, celle de η(s) l’est également (voir
la figure 5.3). Ainsi, s’il y a peu de contrôlés et beaucoup de paniqués, le ratio C/(P + e) est petit et le ratio
P/(C + e) est grand. On en déduit d’après la forme de la courbe η que le terme η(C/(P + e)) est petit par
rapport à η(P/(C+ e). Cela signifie que si γ1 et γ2 sont égaux, peu de personnes en état de panique imiteront
les comportements contrôlés alors que beaucoup de personnes en état de contrôle imiteront les paniqués et ceci
dans une proportion γ1.

Le paramètre ϵ est un paramètre qui modélise le début du processus d’interaction dû à l’imitation qui ne se
produit que pour une certaine valeur des sous-populations R et C.
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Par la suite, nous avons a-dimensionné le système qui s’écrit alors :

dr

dt
= γ(t)q (1− r)− (B1 +B2)r+F (r,c)rc+G(r,p)rp,

dc

dt
=B1r+C1p−C2c−F (r,c)rc+H(c,p)cp−φ(t)c(1− b) ,

dp

dt
=B2r−C1p+C2c−G(r,p)rp−H(c,p)cp,

dq

dt
=−γ(t)q (1− r) , db

dt
= φ(t)c(1− q)

(5.3)

avec
— q(t) = densité de personnes ayant un comportement du quotidien avant que la catastrophe commence,

donc q(0) = 1
— b(t) = densité de personnes qui sont revenues à un comportement du quotidien durant ou après la

catastrophe
— r(t) = densité de personnes dans un comportement réflexe
— c(t) = densité de personnes dans un comportement contrôlé
— p(t) = densité de personnes dans un comportement paniqué.

et 
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(
r

p+ε

)
+β2η

(
p

r+ε

)

H(c, p) =−γ1η

(
c

p+ε

)
+γ2η

(
p

c+ε

)
.

(5.4)

La population étant supposée constante, le système se ramène à l’étude d’un système de dimension 4 dont
les variables sont (r,c,p,q). En posant u= (r,c,p,q)T et en introduisant l’opérateur ϕ(u,t) = (ϕi(u,t))1≤i≤4, le
système (5.3) se ré-écrit

du

dt
= ϕ(u,t), t≥ t0. (5.5)

À ce système est ajouté la condition initiale u0 = (0,0,0,1).
Les paramètres du système (5.3) sont regroupés dans le vecteur λ= (B1,B2,C1,C2,α1,α2, δ1, δ2,µ1,µ2) dont le
domaine est donné par Λ = (R+∗)2× (R+)10.
Pour toute valeur du paramètre λ ∈ Λ, et pour toute condition initiale u0 ∈ (R+)5, il existe T > t0 tel que le
problème (5.3) possède une unique solution locale u définie et continûment dérivable sur [t0,T ] dont les compo-
santes sont positives. De plus, l’ensemble compact κ= {r,c,p,q,b)∈ (R+)4;r+c+p+q+b≤ 1} est positivement
invariant pour le flot induit par le problème (5.5) et les solutions sont globales.

Exemple de fonctions γ et φ prises dans les simulations :
Dans le cas d’une catastrophe soudaine, comme un tsunami local, on a supposé que la population commençait
à être informée rapidement c’est-à-dire après 1 minute, et que toute la population concernée était informée
dans les 3 minutes suivantes, d’où la forme de la fonction γ présentée à la figure 5.4. Le retour au quotidien
correspondant à la fonction φ, ne peut pas être immédiat. Nous avons supposé qu’il se faisait au bout de 5
minutes après le début de la catastrophe. Ce retour est supposé se faire très lentement, ce qui nous a amené à
considérer la fonction φ comme à la figure 5.4. La forme des courbes peut être modulée selon le type d’événement
catastrophique (selon qu’il soit annoncé ou non).

Remarque 29. Il a été difficile de calibrer ce modèle car peu de données ont été trouvées dans la littérature.
S. Boyd [24] estime que dans la plupart des catastrophes : "15% des individus manifestent des réactions patho-
logiques patentes, 15% conservent leur sang froid et 70% manifesteraient un comportement apparemment calme
mais répondant en fait à un certain degré de sidération émotionnelle et de perte d’initiative qui relève du registre
pathologique". Un rapport de l’ingénierie de la sécurité incendie [1] estime que 10 à 15% de personnes ont des
comportements anormaux ou présentant des états confusionnels, de 12 à 25% réagissent correctement et 75% des
personnes sont pétrifiées, inhibées ou hébétées. Enfin, J.S. Tyhurst [190] fait état, en situation exceptionnelle,
de 10 à 25% d’individus qui présentent des comportements inadaptés, 12 à 25% qui réagissent de façon adaptée,
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Figure 5.4 – Fonctions φ et γ

et 75% qui ont une réaction apparemment normale mais dans la réalité non réfléchie. Ces différentes sources
révèlent une diversité des comportements. Nous avons opté pour la fourchette [164, 194]

— r(t)=50 à 75% de la population
— c(t)=12 à 25% de la population
— p(t)=12 à 25% de la population.

Ces pourcentages ont été une des justification pour notre choix de travailler avec le système a-dimensionné.
Ces différentes réactions sont de durée variable [206], avec :

— r(t) : la durée du comportement réflexe varie de quelques minutes à 1 heure. Le plus souvent ce type de
comportement ne dépasse pas 15 minutes. Mais il peut durer plus longtemps notamment lorsqu’il corres-
pond au délai d’évacuation d’une région sinistrée. Dans ce cas on voit alors réapparaitre progressivement
un retour aux comportements d’entraide et de recherche des proches et des sinistrés [52].

— p(t) : la durée du comportement de panique varie de quelques minutes à 1 heure. Le plus souvent ce type
de comportement ne dépasse pas 15 minutes. La panique collective se résout généralement spontanément.
Cependant, parfois une intervention énergique extérieure permet à la population paniquée p(t) de retrouver
un état calme, de prostration, ce qui explique que cette dernière repasse par un comportement d’automate
r(t) avant d’adopter un comportement contrôlé c(t).

— r(t)+p(t) : la durée du comportement émotionnel non contrôlé ne dure pas plus d’1h30 en général. Dans
le cadre de ce modèle, nous partons en effet de l’hypothèse qu’un individu ne peut pas rester 1 heure dans
un comportement réflexe et encore 1 heure dans un état de panique.

— c(t) : la durée du comportement contrôlé varie de quelques minutes à plusieurs heures, selon la rapidité
et l’efficacité des acteurs institutionnels.

Lors des simulations, les paramètres du modèle ont été choisis pour que ces conditions soient vérifiées.
Le paramètre C1 a un rôle particulier dans le système. La linéarisation du système PCR conduit à une valeur
propre nulle. Cette stabilité est fortement liée à une bifurcation qui a lieu quand C1 s’annule. La proposition
suivante résume les résultats sur les points d’équilibre et leur nature [32].

Proposition 24. — Si C1 > 0, alors le système (5.3) admet O= (0,0,0,0) comme unique point d’équilibre.
— Si C1 = 0 alors le système admet tout point (0,0, p̄,0) avec p̄ > 0 comme point d’équilibre, en plus de O.

Par la suite, cette valeur critique sera appelée persistance de panique.
— Le point d’équilibre O est localement stable pour toute valeur de λ ∈ Λ mais pas globalement stable.

Le dernier point a été montré en étudiant la fonction de Lyapunov correspondant à l’énergie liée au potentiel
démographique de la population affectée par l’événement catastrophique étudié. Ainsi, le système admet deux
classes de solutions, selon si la valeur du paramètre d’évolution C1 du comportement de panique au compor-
tement de contrôle est positive ou nulle. Dans le premier cas, c’est-à-dire C1 > 0, la solution converge vers
l’équilibre trivial, ce qui correspond à la situation attendue lorsque tous les individus reprennent un comporte-
ment du quotidien. Dans le deuxième cas, lorsque C1 = 0, le système présente une persistance de panique, qui
est la situation à éviter, au risque d’aggraver l’impact de l’événement catastrophique. Dans ce dernier cas, nous
avons montré que les termes d’imitation quadratique peuvent inhiber ou exacerber la persistance de la panique,
selon la direction du processus d’imitation de la panique au contrôle ou du contrôle à la panique, respectivement.
Dans [194], nous avons traité l’exemple d’un tremblement de terre au Japon. Puisqu’au Japon, la culture du
risque est bien établie, la population est entraînée à réagir rapidement. Ainsi, les processus de causalité de l’état
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de réflexe et de l’état de panique à l’état de contrôle sont plus importants par rapport aux autres processus,
même pour une zone définie à l’épicentre du tremblement de terre.

La prise en compte du relief géographique de la zone impactée par la catastrophe conduit naturellement à
l’étude des réseaux. Des questions spécifiques se posent dans l’étude des systèmes complexes définis par de tels
réseaux couplés, parmi lesquels la "synchronisation" ou la relation entre la topologie du réseau et la dynamique
du système. Dans l’article de conférence [33], un exemple concernant le risque particulier de tsunami sur le
littoral méditerranéen a été étudié. Le découpage géographique a été fait avec Damienne Provitolo et Edwige
Dubos-Paillard, le scénario choisi étant celui d’un tsunami à Nice. À la figure 5.5 est représenté le découpage
géographique de la plage de Nice et la promenade des anglais. Le couplage entre les différents noeuds est donné
à la figure 5.6. Mathématiquement, les zones géographiques ont été définies selon la valeur du paramètre de
bifurcation C1. Une zone de danger est modélisée avec la valeur de paramètre C1 = 0 et une zone de sécurité
par C1 > 0.

Figure 5.5 – Simulation d’un tsunami sur la côte méditerranéenne. En rouge, la zone de danger, en jaune la
promenade des anglais, en vert, l’intérieur de la ville qui correspond à une zone de sécurité. Les arêtes entre les
noeuds représentent les déplacements possibles des individus.

Nous avons montré dans ce dernier article que l’évacuation des zones à risques correspondant aux plages,
vers les zones refuges situées en centre-ville, joue un rôle déterminant. Par exemple, un couloir bouché peut
provoquer une persistance de la panique. À l’opposé, un chemin d’évacuation supplémentaire de la plage vers
le centre-ville peut aider les individus à reprendre leur comportement du quotidien. Dans [29], ces modèles ont
été généralisés à des réseaux quelconques.

5.3 Le modèle Alert-Panic-Control (APC)
Cette partie est la suite du travail présenté à la section 5.2 qui a conduit au projet ANR Com2SiCa

(https ://www.com2sica.cnrs.fr/). Il reprend les articles [121, 201]. L’enjeu du projet était
1. en s’appuyant sur les connaissances des psychologues, avoir une meilleure connaissance de la diversité des

comportements, la dynamique temporelle propre à chacun d’entre eux mais aussi les changements d’états
comportementaux, c’est-à-dire le fait d’enchaîner plusieurs réactions pour faire face à un évènement
catastrophique

2. de développer un modèle mathématique incluant ces connaissances
3. de développer une plate-forme pour l’analyse et la simulation comportementale des populations urbaines

en situation de catastrophe.
Le modèle PCR (Panic-Control-Reflex) est basé sur les sciences cognitives et la modélisation mathématique

des maladies infectieuses. Il décrit la dynamique des différents comportements lors d’événements catastrophiques.
Ce modèle ne se focalise pas uniquement sur la panique, mais présente une analyse et une classification précise
des comportements en fonction des différentes régions cérébrales activées et des différentes transitions compor-
tementale. Toutefois, cette approche est basée sur les neurosciences et peut être insuffisante pour décrire les
interactions sociales intervenant dans les évolutions comportementales. C’est dans cette optique que des psy-
chologues ont été intégrés au projet. Leur contribution a permis d’intégrer dans la modélisation des populations
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Figure 5.6 – Représentation graphique du couplage linéaire. Chaque personne reste dans son état comporte-
mental d’un noeud à un autre. Les forces de couplage ε traduisent l’intensité du flux et leurs valeurs dépendent
du comportement.

en situation de catastrophe la cognition et la contagion sociale 1 [77, 79] qui ont été appréhendées sous l’angle
de la charge et la régulation émotionnelle [143]. Cette approche a permis de formaliser le modèle mathématique
que l’on notera par la suite APC (Alert-Panic-Control). Celui-ci a été construit et enrichi suite à des

— Analyses de vidéos,
— Focus groupes avec des acteurs institutionnels et opérationnels intervenant sur les scènes de catastrophes

(attentats, guerres, catastrophes naturelles, industrielles, etc.) 2

— Entretiens immersifs auprès de la population sur des lieux réels, à Nice au mois de septembre 2018 et au
Havre au mois de mai 2019 (45 minutes d’entretien individuel, totalisant 60 personnes enquêtées sur les 2
terrains). Ces protocoles ont permis d’immerger les participants dans une ambiance sonore et visuelle (un
scénario de tsunami d’origine sismique à Nice, un scénario d’accident technologique au Havre), d’observer,
enregistrer et identifier sur les deux terrains d’enquête leurs réactions comportementales, de cartographier
les dynamiques de déplacements empruntées par les personnes pour sortir de la situation imaginée ou
projetée, de mesurer sur une échelle qualitative la charge émotionnelle de chaque enquêtés [116].

L’ensemble des traitements réalisés sur ces différents corpus a permis de produire des données qualitatives, quan-
titatives et spatialisées utiles à la modélisation mathématique et notamment sur les types de comportements,
les changements d’états comportementaux et les cartographies des trajectoires de déplacement [120, 119]. Ces
données ont pu être exploitées pour préciser le modèle APC.

1. La cognition sociale désigne l’ensemble des processus cognitifs impliqués dans les interactions sociales. La contagion sociale
signifie qu’un grand nombre de personnes et pas seulement un individu imitent le comportement dominant par comparaison sociale.
Le modèle dominant de comportement va ainsi se propager d’une personne à une autre, un peu comme s’il s’agissait d’un virus.

2. Le Service départemental d’Incendie et de Secours des Alpes-Maritimes, la Préfecture des Alpes-Maritimes, la Direction
Départementale des Territoires et de la Mer des Alpes - Maritimes, la Brigade des Sapeurs-Pompiers de Paris, la Police Nationale,
la Police Municipale de Nice, l’Agence Régionale de la Santé, la Métropole Nice Côte d’Azur et la ville de Nice pour la Direction
des Risques Majeurs, la Communauté Urbaine le Havre Seine Métropole pour la Direction des Risques Majeurs, l’Union Nationale
des Centres Communaux d’Action Sociale
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5.3.1 Catégories comportementales
Pour qualifier et catégoriser la diversité des comportements humains 3 deux variables importantes en psy-

chologie des émotions ont été utilisées : la charge ou l’intensité émotionnelle (niveau de stress, nervosité, peur,
etc.) et la régulation émotionnelle (la capacité des personnes à contrôler cette charge).

Ce croisement de variables a permis de qualifier les réponses ou les comportements dans des situations de
catastrophe dans un éventail plus large que le seul comportement de panique (Figure 5.7). Ainsi, trois états
comportementaux ont été dégagés :

— Les états d’alerte (A) désignent un ensemble de micro-comportements observables d’un point de vue
moteur (sursaut, mouvement oculaire rapide, interrogation du regard/visuelle ou verbale des personnes
proches). L’état d’alerte correspond à une phase d’assimilation, il marque une rupture avec le compor-
tement habituel : un moment où la personne va rechercher dans un temps très court de l’information
sur le scénario qu’elle est en train de vivre. En état d’alerte, la personne est en état d’incertitude, la
charge émotionnelle est faible même s’il peut y avoir des signaux corporels marquant cette rupture avec
le comportement quotidien, comme par exemple l’augmentation du rythme cardiaque.

— Les états ou comportements de contrôle (C) sont des comportements réfléchis qui désignent un ensemble
de réactions dont la charge émotionnelle, plus ou moins forte, est régulée. Les comportements de contrôle
sont divers : ils peuvent désigner des comportements pro-sociaux (entraide, protection, soin d’autrui)
mais également des comportements anti-sociaux (vols, pillages, voyeurisme etc.). En d’autres termes, la
notion de contrôle désigne le fait que la personne est capable de réguler ses émotions, d’agir et adapter
son comportement au contexte de crise. Toutefois, cela ne veut pas dire que le comportement assure la
sécurité de la personne ou sa survie, ni qu’il est vertueux, social ou exemplaire au regard d’une norme
sociale.

— L’ensemble des comportements de panique (P) désigne des comportements non contrôlés où les émotions
liées à la peur ont pris le dessus. Un comportement de panique implique une charge émotionnelle forte
et une régulation faible, peu efficace pour retrouver un état contrôlé. Différents comportements peuvent
signifier un état de panique : fuite panique, stupeur, agitation désordonnée [52].

L’intensité de la charge et de la régulation émotionnelle a donc permis de qualifier ces états, selon l’approche
suivante :

— États d’alerte : une charge émotionnelle faible et une régulation émotionnelle faible.
— États de contrôle : une charge émotionnelle faible ou forte et une régulation émotionnelle forte.
— États de panique : une charge émotionnelle forte et une régulation émotionnelle faible.

Ces trois ensembles de comportements Alertés, Paniqués et Contrôlés donnent lieu à différentes intensités de
charges émotionnelles et sont indépendantes du type de catastrophe. Il est à noter qu’ils peuvent être différentiés
par des mesures physiologiques (voir [3] pour la détection du stress dans le cas d’un travail informatique).
Par exemple, la panique provoque une augmentation significative du rythme cardiaque et de la transpiration
contrairement aux comportements d’alerte.

3. Plus de 60 comportements humains ont été identifiés[176].
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Figure 5.7 – Classification des différents comportements durant un événement catastrophique selon la charge
émotionnelle et sa régulation (N. Verdière).

Il est connu qu’au cours d’une catastrophe, les personnes n’adoptent pas le même comportement et que des
successions de réactions différentes peuvent être observées. Par exemple, les personnes adoptent un état d’alerte
dès que la catastrophe est perçue, puis un comportement de panique ou de contrôle selon leur expérience et leur
culture du risque.

Sur la base de la catégorisation proposée par les géographes et les psychologues du projet, les hypothèses
thématiques suivantes ont été posées :

— Quelque soit la source d’information (aléas, cris), on passe en état d’alerte.
— L’état d’alerte peut être très rapide, il se situe le plus souvent tout au début de l’événement, cependant

selon les caractéristiques de ce dernier, par exemple s’il revêt des répétitions comme dans les situations
de séismes, l’état d’alerte peut revenir dans un deuxième temps, notamment après un état de contrôle,
mais cela est plus rarement observé.

— C’est seulement en passant par un état de contrôle qu’on pourra retrouver un comportement pseudo-
normal du quotidien, comportement qui ne peut pas être retrouvé tant qu’on est dans un état de panique.

— Même pour la panique, le pic émotionnel redescend. La panique peut donc évoluer vers le comportement
d’alerte ou le comportement de panique.

— Le retour a un état d’alerte est un processus intrinsèque. Il ne peut pas se faire par imitation, et cela que
l’on soit en état de panique ou en état de contrôle.

— Nous considérons les transitions comportementales selon deux processus distincts : l’agrégation d’une
part, l’imitation et la propagation d’autre part. Ces processus présentés ci-après nous permettent d’étudier
la dynamique comportementale :
✓ les transitions intrinsèques liées aux caractéristiques individuelles (âge, expérience, culture du risque...).

Les comportements vont devenir collectifs par agrégation quand il y a une synchronisation de com-
portements individuels au même moment sans qu’il y ait nécessairement une action de coordination
volontaire ou d’interaction du collectif.

✓ les transitions dues à l’imitation et la propagation qui nous permettent de comprendre l’émergence
de comportements collectifs liés à l’interaction au sein d’une population ou d’une foule. Seuls les
comportements de type alerte ne sont pas imitables car, de part leur nature et leur brièveté, ils ne
sont pas imités par les populations en état de panique et de contrôle. Ces processus de propagation
et d’imitation permettent d’étudier la diffusion des comportements dans le temps et dans l’espace.

— Malgré les entretiens et les focus group menés auprès d’une diversité d’acteurs, la connaissance des
changements de comportements qui seraient liés à la présence de personnes décédées sur une scène de
catastrophes est encore incertaine. C’est pourquoi, nous posons comme hypothèse qu’il n’y a pas de
boucle de rétroaction de l’impact de la mortalité sur les comportements.

88



Dans la section suivante, je présente le modèle APC construit à partir de ces différentes hypothèses théma-
tiques.

5.3.2 Présentation du modèle APC (Alert-Panic-Control)
Rappelons que A décrit l’ensemble des personnes en état d’alerte, C en état de contrôle et P en état de

panique. De plus, les comportements du quotidien avant la catastrophe sont pris en compte (Q par la suite)
ainsi que les retours au quotidien (notés B).
Le diagramme décrivant les interactions entre les différents comportements est donné à la Figure 5.8. Les
transitions sont notées :

— Bi, i= 1, . . . ,4, et Ci, i= 1, 2 pour les transitions naturelles qui sont spécifiques à chaque individu selon
son expérience et son passé ;

— F̃ , G̃ et H̃ pour les transitions dues à l’imitation ou à la comparaison sociale.
Les fonctions γ et φ modélisent l’aléa et le retour au quotidien.

Quotidien (Q)

γ

Alerte (A)

Panique (P ) Contrôle (C) Retour au quotidien (B)

φ

B1B2

B3B4

C1

C2

F̃G̃

H̃

Figure 5.8 – Schéma du modèle APC.

De la même façon que pour le modèle PCR, le modèle APC a été ré-écrit en terme de densité (la population
est supposée constante) :

da(t)
dt

= γ(t)q(t)− (B1 +B2 +Da)a(t)+B3 c(t)+B4 p(t)−F (a(t), c(t))a(t)c(t)−G(a(t),p(t))a(t)p(t),

dc(t)
dt

=B1 a(t)+C1 p(t)− (B3 +C2 +Dc)c(t)+F (a(t), c(t))a(t)c(t)+H(c(t),p(t))c(t)p(t)−φ(t)c(t),

dp(t)
dt

=B2 a(t)+C2 c(t)− (B4 +C1 +Dp)p(t)+G(a(t),p(t))a(t)p(t)−H(c(t),p(t))c(t)p(t),

dq(t)
dt

=−γ(t)q(t), db(t)
dt

= φ(t)c(t).
(5.6)

Les fonctions d’imitation sont construites de la même façon que pour le modèle PCR, la différence provient des
fonctions F et G qui sont unidirectionnelles :

F (a, c) = αη

(
c

a+ε

)
, G(a, p) = βη

(
p

a+ε

)

H(c, p) =−γ1η

(
p

c+ε

)
+γ2η

(
c

p+ε

)
,

(5.7)

où α > 0, β > 0, 0< ε << 1 et η(s) = s2

1+s2 qui est représenté à la figure 5.3.

5.3.3 Une première calibration à partir des connaissances des thématiciens
Les sciences humaines disposent de très peu de données quantitatives dans ce domaine. Toutefois, il est

reconnu que les phénomènes d’imitation sont le plus souvent observés dans les cas de foules denses. Ainsi, pour
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Table 5.1 – Principales notations pour le système APC en terme de densité.

Fonctions Notation

Comportement du quotidien avant la catastrophe q(t)

Comportement d’Alerte a(t)

Comportement du Contrôle c(t)

Comportement de Panique p(t)

Comportement du quotidien après la catastrophe b(t)

Commencement de la catastrophe γ(t)

Retour à un comportement du quotidien φ(t)

Imitation entre alerte et contrôle F

Imitation entre alerte et panique G

Imitation entre panique et contrôle H

Paramètres Notation

Évolution de alerte à contrôle B1

Évolution de alerte à panique B2

Évolution de contrôle à alerte B3

Évolution de panique à alerte B4

Évolution de panique à contrôle C1

Évolution de contrôle à panique C2

Taux de mortalité DR, DP , DC

ce type de population, l’accent doit être mis sur les interactions d’imitation et non sur les transitions intrinsèques.
Les coefficients des fonctions d’imitation seront compris entre 0,5 et 1 et dans le cas d’une population clairsemée,
ces paramètres seront inférieurs à 0,5. Dans l’hypothèse d’une population à faible culture de risque, les transitions
intrinsèques vers la panique sont les plus importantes. On a donc supposé B2 >B1, c’est-à-dire les transitions
intrinsèques de l’alerte à panique sont plus importantes que celles d’alerte à contrôle et C2 >C1 c’est-à-dire que
les transitions intrinsèques de contrôle à panique sont plus importantes que celles de panique à contrôle. Une
plage de paramètres peut déjà être définie à partir de ces remarques. Elle est donnée dans la table 5.2.

hhhhhhhhhhhhhhhpopulation
culture du risque faible forte

dense Jeux 1 : B2 >B1,
C2 >C1

α,β,γc→p,γp→c > 0.5

Jeux 3 : B2 <B1,
C2 <C1

α,β,γc→p,γp→c > 0.5

éparpillée Jeux 2 : B2 >B1,
C2 >C1

α,β,γc→p,γp→c < 0.5

Jeux 4 : B2 <B1,
C2 <C1

α,β,γc→p,γp→c < 0.5

Table 5.2 – Différent scénarios selon les valeurs des paramètres

Pour vérifier que le modèle reproduit les observations des géographes et psychologues, pour chaque ensemble
de paramètres, nous avons comparer les flux correspondant à l’imitation et aux transitions intrinsèques. Pour
cela, les fonctions suivantes ont été comparées : (t ∈ [0,T ]) :
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Imp(t) = γ1ξ

(
p(t)

c(t)+ ϵ

)
p(t)c(t)+βξ

(
p(t)

a(t)+ ϵ

)
p(t)a(t), (5.8)

Inp(t) =B2a(t)+C2c(t). (5.9)

Imp(t) représente la densité des individus qui à chaque instant t adopte un comportement de panique par
imitation, alors que Inp(t) représente la densité de ceux qui adoptent un comportement de panique dû aux
transitions intrinsèques. La comparaison de ces deux fonctions permet de vérifier quelle transition entre le pro-
cessus d’imitation et le processus intrinsèque est la plus importante.

Par analogie, nous notons (t ∈ [0,T ]) :

Imc(t) = αξ

(
c(t)

a(t)+ ϵ

)
c(t)a(t)+γ2ξ

(
c(t)

p(t)+ ϵ

)
p(t)c(t). (5.10)

Inc(t) =B1a(t)+C1p(t) (5.11)

Ainsi, Imc(t) représente la densité des individus qui adoptent un comportement contrôlé par imitation à
chaque instant t alors que Inc(t) représente la densité de population qui adopte un comportement contrôlé dû
aux transitions intrinsèques.

En choisissant des jeux de paramètres définis par le tableau 5.2, nous avons trouvé que :
— Scénario 1, Jeux 1 (exemple d’une foule dense avec une faible culture du risque) : les

personnes qui adoptent un comportement de panique l’adoptent par imitation. De plus, certaines valeurs
de paramètres permettent de faire converger le système vers un comportement contrôlé.

— Scénario 2, Jeux 2 (exemple d’une foule éparpillée avec une faible culture du risque) : les
transitions intrinsèques prévalent sur les imitations et le comportement de panique est le plus adopté.
En comparant les scénarios 1 et 2, nous avons obtenu plus ou moins les mêmes résultats qualitatifs :
une prédominance de la panique. Or ce comportement de panique est la conséquence de deux processus
différents : dans le premier cas la prévalence de la panique est due à des processus d’imitation, dans le
second cas à des transitions intrinsèques.

— Scénario 3, Jeux 3 (une population dense avec une forte culture du risque) : les personnes qui
adoptent un comportement contrôlé l’adoptent surtout par un processus d’imitation.

— Scénario 4, Jeux 4 (une population éparse avec une forte culture du risque) : les transitions
intrinsèques prévalent sur les transitions d’imitation.

Ces résultats sont en accord avec les observations des psychologues : dans le cas d’une population dense, les
comportements sont surtout adoptés par imitation.
Une étude des points d’équilibre du système lorsque φ≡ 0 a montré le rôle des paramètres sur la dynamique du
système. Pour chaque scénario, l’espace des paramètres peut être partitionné en plusieurs régions selon le nombre
de points d’équilibre et selon qu’ils conduisent à un état contrôlé ou paniqué. Ce travail théorique explique par
exemple les résultats du scénario 1 par rapport aux connaissances des psychologues. Dans le cas d’une foule
dense avec une faible culture du risque, il y aura surtout une prédominance de comportements paniqués mais
qu’ils ne sont pas automatiques.

5.4 Une calibration à partir de la réalité virtuelle
5.4.1 Introduction

Pour mieux comprendre les différents comportements vécus lors d’un événement catastrophique et les étudier
dans des conditions idéales, une expérience de réalité virtuelle a été menée au laboratoire de Psychologie de
Nantes en 2020. Cette expérience consistait à immerger le volontaire dans une catastrophe soudaine et imprévue
sans signe avant-coureur. Grâce à cette nouvelle approche, des données d’observation ont été obtenues et ont
permis d’obtenir un ordre de grandeur des paramètres. Le modèle calibré peut alors être un outil intéressant pour
capturer et comprendre des dynamiques comportementales non directement mesurables lors d’un événement
catastrophique.
Cependant, trois problèmes se sont posés lors de l’estimation des paramètres :

— La présence de non-linéarités dans le modèle mathématique dues aux processus d’imitation ;
— La difficulté de différencier les états comportementaux même si l’expérience a été menée en laboratoire ;
— Le faible nombre de données.

Ce contexte réaliste mais difficile implique une analyse fine préalable de faisabilité de l’estimation des paramètres,
c’est pourquoi, nous avons dû répondre à deux questions principales avant d’estimer les paramètres :
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— Est-il possible d’estimer l’ensemble des paramètres du modèle à partir des mesures physiologiques fournies
par la réalité virtuelle ?

— Quel est le nombre minimal de mesures nécessaires pour être sûr des résultats de la procédure d’estimation
de paramètres ?

Les réponses ont été apportées par trois études théoriques. La première est une analyse de sensibilité, la
seconde une étude d’identifiabilité. La troisième a déterminé le nombre minimal de mesures de temps nécessaires
pour estimer les paramètres inconnus. Une fois ces trois études menées sur le modèle mathématique, une procé-
dure d’estimation des paramètres a été mise en place. Cette dernière est basée sur la résolution d’un problème
des moindres carrés non linéaire résolu avec l’algorithme génétique [92]. Un algorithme global a été préféré à un
algorithme local car il n’y avait aucune estimation initiale des valeurs des paramètres.

Les études étant conditionnées par l’expérience de RV elle-même, je vais tout d’abord la présenter et faire le
lien avec le modèle mathématique APC puis je présenterai comment des trois analyses nous avons mis en place
une procédure d’estimation de paramètres.

5.4.2 L’expérimentation de réalité virtuelle (RV)
L’expérience de RV a été menée par des psychologues du laboratoire LPPL de Nantes (France) dans un

environnement clos et contrôlé. Son objectif était de déterminer à partir de mesures physiologiques, les différents
états comportementaux et leurs changements survenant lors d’un événement catastrophique en prenant en
compte le contexte environnemental tel que le type d’événement, la configuration spatiale et la présence ou
l’absence d’avatars.

5.4.2.1 La procédure de RV et l’échantillonnage

Cette expérience de réalité virtuelle consistait à immerger des individus dans la simulation d’un tsunami sur le
littoral méditerranéen de Nice (France), un scénario événement qui a depuis été intégré aux outils réglementaires
nationaux. Le scénario de la simulation était basé sur des données de recherche (voir [18]). Pour construire le
contexte spatial, des informations topographiques ont été recueillies à Nice comme la plage telles que sa largeur,
la présence d’escaliers, de galets et garde-corps d’accès etc... (voir [205]). Des personnages virtuels (avatars) ont
également été inclus pour observer les réactions comportementales dans le contexte des interactions sociales
entre les répondants à l’enquête et les avatars.
Trois scénarios ont été construits à partir de trois conditions expérimentales conçues pour simuler différentes
réactions, les comparer et mieux comprendre comment le contexte affecte le comportement. Par exemple, une
situation de danger ne génère pas automatiquement un sentiment de menace si la personne est seule. La réaction
dépend de l’expérience de la personne et des comportements de ceux autour desquels le comportement peut
être imité. Les trois scénarios suivants ont été réalisés :

— Premier scénario (scénario neutre) : dans cette condition expérimentale, la personne est seule sans per-
sonne virtuelle.

— Deuxième scénario (scénario organisé) : dans cette condition expérimentale, la personne est en présence
de personnes virtuelles au comportement adapté (échapper au tsunami en marchant rapidement dans la
bonne direction et sans crier).

— Troisième scénario (scénario non organisé) : dans cette condition expérimentale, la personne est en pré-
sence de personnes virtuelles au comportement inadapté (fuite en courant dans tous les sens et en criant).

Dans le deuxième scénario, les réactions physiques des avatars expriment un comportement de contrôle alors
que dans le troisième ils expriment la panique.
Quatre-vingt-huit volontaires non rémunérés ont été recrutés dans la presse locale et ont été affectés au hasard
à l’une des trois conditions. L’échantillon était composé de 43 femmes et 45 hommes. Leur âge variait de 18
à 56 ans avec une moyenne de 26,76 ans et un écart type de 9,41. Les participants ont été répartis dans les
différentes conditions en respectant un équilibre entre hommes et femmes, et une diversité dans les âges. Par
conséquent, 29 personnes ont été affectées au premier et au troisième scénario et 30 au deuxième. La répartition
des participants selon leur sexe et le scénario est fournie dans le tableau 5.3.

Lors de la simulation, chaque participant était immergé dans un environnement de réalité virtuelle qui
fournit un retour visuel et auditif (figure 5.9). Le sujet était directement placé sur la plage au début de la
simulation et avait des mouvements libres. Pour capter et maintenir l’attention du participant, la chronologie
proposée s’est basée sur la perception d’un tsunami sur la côte méditerranéenne de Nice plutôt que sur la
réalité de sa dynamique. Comme décidé, après 60 secondes, le niveau de la mer baissait. Ensuite, la vague se
formait à l’horizon et les bruits de l’eau devenaient plus forts. La vague atteignait la plage après 3 minutes. Si
les participants restaient immobiles sur la plage, l’application s’arrêtait lorsqu’ils étaient heurtés par la vague.
Si les participants avaient un comportement de fuite à l’intérieur de la ville, l’application s’arrêtait lorsqu’ils
atteignaient une sortie de ville. Dans tous les autres cas, l’application s’arrêtait 2 minutes après que la vague
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Sexe

Condition Femmes Hommes Total

Premier scénario 14 15 29

Scénario organisé 15 15 30

Scénario non organisé 14 15 29

Total 43 45 88

Table 5.3 – Distribution des enquêtés selon le sexe et le scénario.

Figure 5.9 – Photographies de l’expérience virtuelle au laboratoire de Nantes. Chaque participant a été im-
mergé dans un environnement de réalité virtuelle fournissant un retour visuel et auditif.
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ait submergé la plage. Les étapes sont résumées à la figure 5.10.

Les avatars s’enfuient

Les avatars se lèvent (95s)

Temps (sec)0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300

Diminution du 
niveau de la mer 
et apparition de 
la vague

La vague atteint la 
digue

Fin de la 
simulation

Alerte

Fin de l’alerte

Début

  Bruit de vague

Cris si scénario
non organisé

Figure 5.10 – Déroulement du scénario d’un tsunami dans le temps : en vert, progression de la vague due au
tsunami ; en violet, les sons entendus par les personnes participant à l’expérience de réalité virtuelle ; en orange,
l’action des avatars ; en rouge, le début et la fin des actions.

5.4.2.2 Mesures

Des mesures physiologiques ont été enregistrées pour chaque participant afin de déterminer leur charge émo-
tionnelle à chaque instant de la simulation. L’appareil Nexus X MKII était connecté au participant par des
électrodes. Il a enregistré pour chacun d’eux un électrocardiogramme (ECG) et une conductance cutanée afin
d’identifier d’éventuels signaux de stress face au tsunami. L’ECG est un enregistrement qui fournit différentes
variables pertinentes pour la détection d’un état de stress [115]. Il rend compte des polarisations et dépolarisa-
tions successives du coeur traduites en pics caractéristiques à ce type d’enregistrement. En particulier, il fournit
la fréquence cardiaque (FC) exprimée en battements par minute, calculée à partir de la fréquence d’apparition
d’un type de pic pendant une minute d’enregistrement. La conductance cutanée mesure la variation continue des
caractéristiques électriques de la peau. Les données sont collectées en appliquant une tension faible, indétectable
et constante sur la peau, puis en mesurant la variation de la conductance cutanée.
Dans notre étude, seule la fréquence cardiaque a été retenue en raison de sa fiabilité [17]. Même si l’expérience
a été menée en laboratoire, les légers mouvements des participants ont faussé certaines des mesures de conduc-
tance.
Avant de démarrer chaque simulation, les expérimentateurs ont réalisé un test pour vérifier le bon fonctionne-
ment des appareils et pour familiariser les participants avec la RV. Ainsi, tous les participants ont vécu la même
situation de test, qui était une immersion dans un village viking. Ce test nous a également permis d’enregistrer
une ligne de base de la FC au repos spécifique à chaque individu. Tout au long de l’expérience de RV, l’état de
stress de chaque participant a été déterminé par rapport à la ligne de base : un état de stress a été identifié dès
que la FC du participant dépassait la ligne de base et donc augmentait.

À partir des mesures de FC, deux catégories de personnes ont été distinguées : les personnes calmes et les
personnes stressées correspondant respectivement à une FC faible et à une FC élevée. Par conséquent, deux
séries de mesures ont été obtenues.
La section suivante montre les liens entre les mesures physiologiques et les variables du modèle mathématique
APC.

5.4.3 Le lien entre le modèle mathématique et les données expérimentales
Selon [151] et la section 5.3.1, trois types d’états comportementaux surviennent lors d’un événement catas-

trophique et dépendent de la charge émotionnelle et de la capacité des individus à la réguler : les états d’alerte,
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de contrôle et de panique. Ces trois états ont conduits au modèle mathématique APC. Dans la section suivante,
nous déterminons quelles variables ou combinaisons (de variables) du modèle APC peuvent être associées à l’une
des mesures expérimentales.

5.4.3.1 Variables observées du modèle mathématique

Basés sur des connaissances en psychologie et en physiologie, les comportements d’alerte et de contrôle
correspondent à un état de base dans lequel les personnes ont une fréquence cardiaque basse contrairement
au comportement de panique (voir section 5.3.1 et [17]). Nous avons donc considéré que le premier ensemble
de mesures correspondait aux comportements du quotidien, d’alerte et de contrôle dans le modèle APC et le
second ensemble aux comportements de panique. Les personnes revenant à la vie quotidienne dans le modèle
mathématique peuvent être identifiées aux personnes se mettant en sécurité dans le le vieux Nice ou terminant la
simulation. Leur pourcentage pendant la durée de l’expérimentation correspond à la différence entre le nombre
total de répondants faisant le scénario et le nombre encore dans la simulation.
Les données fournies par les psychologues sont rassemblées dans le tableau 5.4 et représentent les pourcentages
de répondants à l’enquête présentant un comportement d’alerte-contrôle-quotidien, un comportement de pa-
nique et un retour au comportement quotidien dans les trois scénarios (neutre, organisé et non organisé). Une
représentation graphique de la distribution de ces états comportementaux au cours du temps est fournie à la
figure 5.11 pour le scénario neutre.

Figure 5.11 – Scénario neutre : représentation de la distribution (%) au cours du temps des comportements
du quotidien-alerte-contrôle, des comportements de panique, et des comportements de retour au quotidien.

L’étape suivante consistait à convertir les données du tableau 5.4 en densités pour le traitement mathé-
matique. On note Sm la densité de personnes à FC faible correspondant à la première série de mesures, pm la
densité de personnes à FC élevée correspondant à la deuxième série et bm := 1−Sm−pm la densité de personnes
ayant terminé le scénario de RV.
Les variables correspondantes du modèle mathématique (5.6) encore appelées sorties du modèle mathématique
sont notées y1 = q+a+ c, y2 = p et y3 = b.

5.4.3.2 Modélisation du début et de la fin de la catastrophe

À partir de la figure 5.10 et du Tableau 5.4, une représentation simple des fonctions γ et φ peut être
trouvée. Dans chaque scénario, les personnes interrogées sont censées être engagées dans un comportement du
quotidien jusqu’à 60 secondes, moment auquel le début de la vague peut être entendue. Ainsi, γ qui modélise
la catastrophe est supposée égale à 0 jusqu’à 60 secondes. Puis, à 90 secondes, lorsque la sirène retentit, on
suppose que toutes les personnes prennent conscience de l’arrivée imminente du danger. Par conséquent, 100%
des répondants à l’enquête ont adopté l’un des trois comportements : comportement d’alerte, de contrôle ou de
panique. Entre 60 et 90 secondes, nous supposons que le pourcentage de personnes conscientes de la catastrophe
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Table 5.4 – Tableau donnant le pourcentage de personnes ayant un comportement Alerté-Contrôlé-Quotidien
(ACQ), un comportement de panique (P) et un Retour au comportement Quotidien (RQ) pour les trois scéna-
rios : neutre, organisé et non organisé.
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augmente régulièrement. La fonction :

ϕ(s) =


0 if s < τ0

1 if s > τ1
1
2 −

1
2 cos

(
s−a
b−a

π

)
if τ0 ≤ s≤ τ1

(5.12)

est reprise avec τ0 = 60, τ1 = 90 pour obtenir une approximation de γ (voir figure 5.12).

Figure 5.12 – Représentation de la fonction γ qui modélise la catastrophe. Pour cela, la fonction (5.12) est
reprise avec τ0 = 60, τ1 = 90.

De la même manière, la fonction φ décrivant le retour à un comportement quotidien est construite à partir
de ϕ avec τ0 (resp. τ1) le temps à partir duquel le premier enquêté (resp. le dernier) quitte la simulation. φ doit
être calculé pour chaque scénario puisque les personnes n’adoptent pas les mêmes comportements. Par exemple,
le scénario organisé se termine à 280 secondes contrairement au scénario non organisé qui se termine à 200
secondes. Cette différence montre que les processus d’imitation étaient différents selon les scénarios.

5.5 Sensibilité des sorties, identifiabilité et nombre minimal de don-
nées d’observation

Cette section décrit la stratégie mise en oeuvre pour estimer les paramètres à partir de l’ensemble des mesures
fournies dans le tableau 5.4.

5.5.1 Étude de sensibilité
Une étude de sensibilité permet de quantifier l’influence des valeurs de paramètres sur la variabilité de la

réponse du modèle. Il est ainsi possible de savoir quels sont les paramètres qui vont contribuer le plus à sa
variabilité, les paramètres les moins influents et ceux qui interagissent entre eux.

En étudiant comment la réponse du modèle réagit aux variations de ses paramètres, l’analyse de sensibilité
permet de répondre à un certain nombre de questions :

1. Le modèle est-il bien fidèle au phénomène/processus modélisé ? En effet, si l’analyse exhibe une forte
influence d’un paramètre habituellement connu comme non influent, il sera nécessaire de remettre en cause
la qualité du modèle ou (et) la véracité de nos connaissances sur l’impact réel des variables d’entrée.

2. Quelles sont les paramètres qui contribuent le plus à la variabilité de la réponse du modèle ? Si cette
variabilité est synonyme d’imprécision sur la valeur prédite de la sortie, il sera alors possible d’améliorer
la qualité de la réponse du modèle en restreignant le domaine d’appartenance du paramètre par exemple.
Toutefois, cela n’est pas toujours possible, notamment lorsque la variabilité d’un paramètre est intrinsèque
à la nature du paramètre et non due à un manque d’information ou à des imprécisions de mesures.

3. Quelles sont au contraire les paramètres les moins influents ? Il sera possible de les considérer comme
des paramètres déterministes, en les fixant par exemple à leur espérance, et obtenir ainsi un modèle plus
simple avec moins de paramètres.
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4. Quels paramètres ou quels groupes de paramètres interagissent avec quels autres ? L’analyse de sensibilité
peut permettre de mieux appréhender et comprendre le phénomène modélisé, en éclairant les relations
entre les paramètres.

Pour mener ce type d’étude, il existe deux approches : les méthodes locales et les méthodes globales [179].
Alors que pour l’analyse de sensibilité locale, un seul paramètre varie lorsque les autres paramètres sont fixés,
la sensibilité globale vise à étudier la réponse du modèle lorsque tous les paramètres varient.
Les auteurs de [179] distinguent trois classes de techniques d’analyse de sensibilité globale : les méthodes de
régression, les méthodes de filtrage et celles basées sur la variance. J’ai opté pour la dernière classe car elle
fournit des résultats quantitatifs en considérant tout l’espace des paramètres possibles (voir l’Annexe 2). Ceci
est important pour notre modèle car nous aimerions considérer différents scénarios conduisant à des valeurs très
différentes des paramètres.
J’ai repris le package Sensitivity [98] implémenté dans le logiciel R dédié au calcul statistique.
Les résultats ont montré une très grande sensibilité de a, p et c par rapport aux paramètres intrinsèques comparés
aux paramètres d’imitation (partie 2 de l’Annexe 2). Cette étude nous conduit à dissocier l’estimation de ces
deux groupes de paramètres et favoriser d’abord l’estimation des paramètres intrinsèques qui pourra être faite
à partir du premier scénario. En supposant que le profil des participants est le même dans les trois scénarios,
les paramètres d’imitation pourront alors être calculés à partir des scénarios organisé et non organisé (s’ils sont
identifiables).

5.5.2 Identifiabilité
Pour tester l’identifiabilité du modèle APC, l’algorithme IdentifiabilityTree développé dans [204] et présenté

dans le premier chapitre a été utilisé.
Soient les hypothèses suivantes H :
1. Les fonctions γ et φ sont connues
2. y1(t) = q(t)+a(t)+ c(t), y2(t) = p(t), y3(t) = b(t).

Identifiabilité du modèle APC sans imitation

Le premier scénario où il n’y a pas d’imitation implique pour le modèle mathématique que F =G=H = 0
(et donc que α= β = γ1 = γ2 = 0) et que le vecteur paramètre à identifier est θ̃ := (B1,B2,B3,B4,C1,C2).

La proposition suivante donne le résultat d’identifiabilité lorsque α= β = γ1 = γ2 = 0.

Proposition 25. S’il n’y a pas d’imitation, sous les hypothèses H, le modèle (5.6) est identifiable en θ̃.

La preuve est basée sur les polynômes ES (5.13) qui seront utilisés dans la partie 5.5.3 lorsqu’on déterminera
le nombre minimal de mesures pour estimer les paramètres.

P1 := (ÿ2 + ẏ2 γ)φ+(−B1C2 +B1C
2
2/B2−B2B3−B2C2 +B3C2 +C2

2 ) ẏ3

+C2 ẏ3φ+(B2−C2) ẏ3 γ+(B1−B1C2/B2 +B2 +B4 +C1) ẏ2φ+(B1B4

+B1C1−B1B4C2/B2−B1C1C2/B2 +B2C1−C1C2)y2φ+(B4 +C1)y2 γφ−B2 y1 γφ= 0,

P2 :=−(ẏ3 φ̇+ ÿ3φ+ ẏ3φ
2)+(B1C2/B2 +B3 +C2) ẏ3φ−B1/B2 ẏ2φ

2 +(−B1B4/B2−B1C1/B2−C1)y2φ
2 = 0.

(5.13)
Identifiabilité des paramètres d’imitation

Maintenant que les paramètres de la partie linéaire sont identifiables, une étude d’identifiabilité peut être
réalisée sur l’ensemble des paramètres d’imitation, c’est à dire θ̌ := (α,β,γc→p,γp→c). Nous avons la proposition
suivante :

Proposition 26. On suppose que les paramètres intrinsèques sont connus. Sous l’hypothèse H, le modèle (5.6)
est identifiable par rapport au θ̌.

Étant donné les non linéarités du modèle, il n’a pas été possible de déterminer les polynômes ES. La preuve
a été faite en travaillant directement avec les équations du modèle.

Remarque 30. On peut montrer en utilisant le principe de la démonstration de la proposition 26 que le modèle
(5.6) est identifiable.
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Comme nous le verrons dans la suite, il n’est pas possible d’estimer tous les paramètres à partir du système
complet et des données expérimentales. En effet, nous ne disposons que d’un faible nombre de mesures. Pour
le justifier, la partie suivante présente un résultat sur le calcul du nombre minimal de données pour avoir
l’identifiabilité locale et donc pour pouvoir estimer les paramètres de façon unique.

5.5.3 Nombre minimal de données d’observation
Pour déterminer le nombre minimal de mesures nécessaires pour avoir l’identifiabilité locale, nous avons

adapté une méthode présentée dans [141, 220]. Le résultat est basé sur une fonction ρ = ρ(Θ,y, ẏ, . . . ,y(k)), où
k est un entier positif tel que ρ a des dérivées partielles continues par rapport à la variable Θ. L’identifiabilité
locale vient alors de l’inversion locale de ρ en utilisant le théorème des fonctions implicites dans un voisinage
où la fonction s’annule. [141] a noté que certains polynômes différentiels obtenus par des méthodes d’algèbre
différentielle peuvent générer cette fonction ρ. Ce travail est repris et généralisé aux polynômes ES définis en
(2.4). Pour simplifier les notations, on suppose qu’il n’y a qu’une seule sortie et donc un seul polynôme ES et
on note Θ = (γk(θ))1≤k≤d la suite de coefficients du polynôme ES.

Proposition 27. Supposons que
1. la fonction

ρ : Rd×Rm→ Rd

(Θ,y) 7→ (P (θ,y), P (θ,y)(1), . . . ,P (θ,y)(d−1))
(5.14)

est une fonction différentiable en la première variable

2. | ∂ρ
∂Θ | n’est pas identiquement nulle

3. la fonction ϕ définie en (2.5) est injective.
Le modèle est localement identifiable si le nombre minimal de mesures de y est sy+d, où sy est la plus haute

dérivée de y dans P .

Remarque 31. ✓ | ∂ρ
∂Θ | n’est autre que le wronskien W (m1, . . . ,md) défini à la proposition 1. La deuxième

hypothèse permet d’exprimer Θ en fonction de y et de ses dérivées.
✓ L’injectivité de la fonction ϕ permet de retrouver les paramètres θi à partir des Θj .

Exemple 5.5.1. Des polynômes P1 et P2 donnés en (5.13), on peut en déduire le nombre minimal d’observations
pour avoir l’identifiabilité locale.
P1 est composé de 7 coefficients et les indéterminées sont y1, y2, y3. Son leader étant ÿ2, 7+2=9 points sont
nécessaires.
Pour le polynômes P2, il faut 3+2=5 mesures.
En conclusion, le nombre minimal de mesures requis pour avoir l’identifiabilité locale est de 9.

Remarque 32. — À partir du tableau 5.4, il est possible de mettre en place une procédure d’estimation de
paramètres pour estimer les paramètres intrinsèques.

— Estimer tous les paramètres à partir des scénarios 2 et 3 ne donnera pas de bons résultats. En effet,
l’ordre de dérivation des polynômes obtenus à partir du modèle complet sera plus élevé que celui de P1 et
on dispose de moins de points de mesure pour ces deux scénarios.

En résumé, l’identification des paramètres a été effectuée en trois étapes correspondant aux trois conditions
de l’expérience de RV. L’hypothèse principale est que les participants ont le même profil dans les trois scénarios.
De chacun d’entre eux, on a estimé un ensemble de paramètres. Ainsi, les paramètres intrinsèques ont d’abord
été estimés à partir du scénario neutre dans lequel il n’y a pas de processus d’imitation puis les paramètres
décrivant les processus d’imitation de contrôle à partir du scénario organisé et enfin les paramètres décrivant
les processus d’imitation de panique à partir du scénario non organisé. La Figure 5.13 résume les étapes de
l’identification.

5.5.4 Estimation des paramètres
Soient ti, i= 1, . . . ,M les temps de mesures des données physiologiques, et les vecteurs Sm = (Sm(ti))1,...,M ,

pm = (pm(ti))1,...,M et bm = (bm(ti))1,...,M regroupant les densités de personnes dans un état contrôlé, paniqué
et dans un retour à un état du quotidien à chaque pas de temps. Soient les matrices ymes = (Sm,pm, bm)T et
y(θ) = (y1(ti), y2(ti), y3(ti))Ti=1,...,M obtenus à partir des sorties du modèle évaluées à chaque ti et en le vecteur
de paramètre θ. ymes− y(θ) est une matrice de dimension M × 3 regroupant toutes les différences entre les
mesures et les sorties du modèle.
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Figure 5.13 – Diagramme résumant les étapes pour estimer les paramètres du modèle APC. Les transitions
naturelles sont tout d’abord estimées à partir du premier scénario, puis viennent les processus d’imitation à
partir des deuxième et troisième scénarios

La fonction coût J(θ) est alors

J(θ) = ∥ymes−y(θ)∥22 =
M∑
i=1

3∑
j=1

(ymesi,j −y(θ)i,j)2

où ymesi,j (resp. y(θ)i,j) est la composante de la i-ème ligne et la j-ème colonne de la matrice ymes (resp y(θ)).
La solution de l’algorithme d’optimisation est notée

θ̂ = argminθ∈PJ(θ) (5.15)

Le problème (5.15) a été résolu avec l’algorithme génétique implémentée dans Scilab avec la fonction optim_ga
[82]. En effet, un algorithme global a été préféré puisque nous ne disposons pas de valeurs initiales pour utiliser
un algorithme local. Dans [201], une étude sur l’erreur relative a été faite.

5.5.5 Résultats
Scénario sans avatar

Dans ce scénario, 29 personnes ont été enquêtées mais seulement 23 ont été retenues en raison de la
qualité de leurs mesures. Dans le problème d’optimisation (5.15), les variables et leurs contraintes sont θ =
(B1,B2,B3,B4,C1,C2) ∈ P où

P = {θ ∈ [0.01,0.7]2× [0.01,0.2]2× [0.01,0.7]2/B2 +C2 < 1}.

La condition B2 +C2 < 1 a été ajoutée pour que Runge-Kutta converge. En effet, le modèle étant très sensible
aux paramètres intrinsèques, de grandes valeurs rendent Runge-Kutta divergent.

L’algorithme génétique a retourné les valeurs suivantes pour les paramètres intrinsèques : B1 = 0.1915,
B2 = 0.4374, B3 = 0.1009, B4 = 0.1741, C1 = 0.1448, C2 = 0.4676.
La figure de gauche 5.14 représente les trajectoires des données réelles Sm, pm, bm et les trajectoires des sorties
calculées avec les paramètres estimés. La figure de droite représente les simulations de a, p, c, b, q.

Remarque 33. Nous pouvons noter que la population a une faible culture du risque. Les inégalités B2 >B1 et
C2 >C1 impliquent que les individus ont tendance à adopter un comportement paniqué de leur propre initiative.
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Figure 5.14 – Figure de gauche : Représentation des données réelles Sm, pm, bm et des trajectoires de sorties :
densités de comportements contrôlés (y1), paniqués (y2) et de retour au quotidien après la catastrophe (y3).
Figure de droite : Simulations de a, p, c, b, q avec les paramètres obtenus à partir de l’algorithme génétique.

Scénario organisé

Dans le deuxième scénario, 25 personnes ont été sélectionnées parmi 29. Les valeurs des paramètres intrin-
sèques trouvées dans le premier scénario ont été utilisées. Dans ce scénario, puisqu’il n’y a pas d’avatars en état
de panique, nous avons supposé que β = γc→p = 0.
Le problème d’optimisation est résolu avec θ = (α,γp→c) et P = [0,9]2. Les résultats obtenus avec l’algorithme
génétique sont θ̂ = (α,γp→c) = (0.8338,0). La figure 5.15 donne la représentation des données réelles avec les
trajectoires de sortie évaluées en θ̂ puis les simulations des variables d’état du modèle mathématique.

Figure 5.15 – Scénario organisé. Figure de gauche : Représentation des données réelles Sm, pm, bm et des
trajectoires de sorties : densités de comportements contrôlés (y1), paniqués (y2) et de retour au quotidien après
la catastrophe (y3). Figure de droite : Simulations de a, p, c, b, q avec les paramètres obtenus à partir de
l’algorithme génétique.

Scénario non-organisé

Pour le troisième scénario, 26 personnes ont été retenues. Comme dans le scénario précédent, les valeurs des
paramètres intrinsèques trouvées dans le premier cas ont été utilisées et comme il n’y avait pas d’avatars en
état de contrôle, nous avons supposé que α = γp→c = 0. Dans le problème d’optimisation (5.15), θ = (β,γc→p)
et P = {p ∈ [0,1]2/β+γc→p < 0.8}. Nous avons contraint les valeurs des paramètres pour limiter les valeurs de
p. Le résultat obtenu avec l’algorithme génétique est θ̂ = (0.6599,0.0273).
Dans les trois cas, la dynamique des différents comportements a été retrouvée.

5.6 Un modèle mathématique, pour quoi faire ?
L’exploitation du modèle mathématique nous a permis
— de définir de façon plus précise les comportements, leurs enchaînements et les déplacement associés des

individus à partir les entretiens immersifs (voir Figure 5.7) ;
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Figure 5.16 – Scénario non organisé. Figure de gauche : Représentation des données réelles Sm, pm, bm et
des trajectoires de sorties : densités de comportements contrôlés (y1), paniqués (y2) et de retour au quotidien
après la catastrophe (y3). Figure de droite : Simulations de a, p, c, b, q avec les paramètres obtenus à partir de
l’algorithme génétique.

— de donner un ordre de grandeur des paramètres du modèle à partir de la réalité virtuelle dont le scénario
était basé sur des situations simulées [201] ;

— de définir et étudier des moyens pour limiter les comportements de panique [142] ;
— d’adopter une approche réseau complexe pour modéliser l’influence de l’espace dans les transitions d’un

comportement à un autre dans le cas d’un tsunami à Nice [120, 119] ;
— d’étudier l’importance de la capacité des zones de refuge sur les comportements de la population [120].

Dans la suite, je présente deux exemples : un exemple montrant que le travail de calibration permet une meilleure
compréhension des dynamiques non observables [201]. Le deuxième concerne un modèle contrôlé visant à trouver
la meilleure stratégie pour limiter les comportements de panique [142].

Une meilleure compréhension des dynamiques non observables

À partir du modèle mathématique et des résultats sur les paramètres obtenus à la section 5.5.5, une étude
plus fine des processus de transition dans les changements de comportement a été faite lors de l’expérimentation
de réalité virtuelle.
En reprenant les fonctions Imp, Inp, Imc et Inc définies en (5.8) et (5.10), nous avons obtenu les figures 5.17
pour le scénario organisé et 5.18 pour le scénario non organisé. La première constatation est que les processus
intrinsèques dominent les processus d’imitation dans les deux scénarios. Ensuite, les processus d’imitation sont
plus importants dans le scénario non organisé ce qui tend à montrer que le comportement de panique est plus
fréquemment imité.

Figure 5.17 – Flux dus aux processus in-
trinsèque et aux processus d’imitation vers
le contrôle dans le scénario organisé par rap-
port au temps.

Figure 5.18 – Flux dus aux processus in-
trinsèque et aux processus d’imitation vers
la panique dans le scénario non-organisé par
rapport au temps.

Figure 5.19 – Flux dus aux processus intrinsèques et aux processus d’imitation.
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Un premier modèle contrôlé : comprendre comment limiter les comportements de panique

En mathématiques, une fonction de contrôle est une fonction qui va agir sur le système pour modifier son
comportement dynamique. Dans notre exemple, les fonctions de contrôle doivent agir sur la panique en limitant
ou en diminuant le nombre de paniqués dans la foule et en réduisant le nombre de décès. Dans notre exemple,
une fonction de contrôle doit correspondre à un effet provenant d’une action menée par les opérationnels et les
institutionnels, que ce soit avant (p.e. la prévention) ou pendant l’événement (p.e. la gestion de catastrophe).
Ainsi, les variables de contrôle sont liées à :

— La présence d’opérationnels sur le lieu de la catastrophe
— La formation/l’expérience des populations avant une catastrophe
— Les consignes transmises pendant l’événement à la population. Ces consignes favorisent les comportements

contrôlés comme l’évacuation, le confinement ou d’autres comportements contrôlés.
On va supposer par la suite que toute l’organisation des actions opérationnelles, des services, fonctionne

bien, même si ce n’est pas toujours le cas. Trois types de contrôle ont été envisagés :
1. u1 : ce contrôle prend en compte l’effet de la formation et de l’expérience de la population. Ils sont acquis

avant la catastrophe. Cet effet peut varier au cours du temps. Il agit sur la transition intrinsèque entre
le comportement en alerte et le comportement contrôlé, soit sur le paramètre B1. On aura donc B1 +u1
au lieu de B1 dans le système (5.6). Comme B1 +u1 est un taux de transition, il est compris entre 0 et
1.

2. u2 : il représente les actions des opérationnels qui sont présents et qui interviennent sur le terrain dès le
début de l’événement. Ils ont un effet apaisant tout au long de l’événement et on le suppose constant. u2
est une constante qui agit sur deux transitions de comportements :
— le passage de comportement d’Alerte à Contrôle
— le passage de comportement de Panique à Contrôle
On suppose que cette constante agit de la même façon (c’est à dire avec la même valeur lors de la
simulation) sur les deux transitions. u2 agit sur la fonction d’imitation F et en particulier sur le paramètre
α pour forcer le passage de A à C. On aura donc α+u2 dans le système contrôlé.
u2 agit également sur la fonction d’imitation H et en particulier sur le paramètre γ2 pour forcer les
passage de P à C. On aura donc γ2 +u2 dans le système contrôlé.

3. u3 : ce contrôle traduit l’effet de l’information institutionnelle transmise pendant l’événement, comme la
transmission d’un message ou le déclenchement d’une sirène. Cette fonction est une fonction adaptative
qui dépend du temps. En particulier, c’est une fonction constante par morceaux. Par exemple, à la
figure 5.20, on a supposé qu’une sirène a été déclenchée au temps t1 et a été suivie par un message des
opérationnels au temps t2. Chaque saut correspond donc à une information supplémentaire apportée à
la population et on suppose que les effets s’accumulent.
Les personnes n’agiront pas de la même façon à l’information transmise pendant l’événement u3 selon
leur expérience. Par exemple, les personnes ayant suivi une formation sur la façon de réagir à l’arrivée
d’un tsunami, adopteront des réactions adaptées lorsqu’elles entendront le bruit spécifique de la sirène
pour ce type d’événement. Ainsi, le contrôle u3 agit sur la transition intrinsèque entre Alerte-Contrôle
et on aura B1 +u1 +ρu3 ∈ [0,1] où ρ ∈ [0,1]. Ensuite, u3 favorise l’imitation dans le sens Alerte-Contrôlé
(donc agit sur α) et Paniqué-Contrôlé (agit sur γ2).

Les fonctions de contrôles sont prises constantes par morceau, voir par exemple une représentation de u3 à
la figure 5.20. Le système contrôlé s’écrit alors :



da(t)
dt

= γ(t)q− (B1 +u1 +ρu3 +B2 +Da)a(t)+B3 c(t)+B4 p(t)− F̄ (a(t), c(t),u2,u3)a(t)c(t)−G(a(t),p(t))a(t)p(t),

dc(t)
dt

= (B1 +ρu3)a(t)+C1p(t)− (B3 +C2 +Dc)c(t)+ F̄ (a(t), c(t),u2,u3)a(t)c(t)

+H̄(c(t),p(t),u2,u3)c(t)p(t)−φ(t)c(t),

dp(t)
dt

= B2a(t)+C2c(t)− (B4 +C1 +Dp)p(t)+G(a(t),p(t))a(t)p(t)− H̄(c(t),p(t),u2,u3)c(t)p(t),

dq(t)
dt

= −γ(t)q(t), db(t)
dt

= φ(t)c(t)
(5.16)
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Figure 5.20 – Exemple de représentation de la fonction de contrôle u3.

avec les fonctions d’imitation :
F̄ (a, c) = α+u2 +u3

N
η

(
c

a+ε

)

H̄(c, p) =−γ1
N
η

(
p

c+ε

)
+ γ2 +u2 +u3

N
η

(
c

p+ε

)
,

(5.17)

L’existence et l’unicité de la solution du système contrôlé est classique pour tout contrôle

u ∈ UT = {(u1,u2,u3) | ui fonction constante par morceaux,ai ≤ ui(t)≤ bi, i= 1,2,3,∀ t ∈ [0,T ]},

ai, bi étant des constantes comprises entre 0 et 1, et tout vecteur de paramètres θ ∈ Θ := (R∗
+)6× (R+)7, ceci

quelque soit la condition initiale positive ou nulle.
Considérons la fonction objectif suivante :

J(u1,u2,u3) =
∫ T

0
(Cpp(t)+Cdd(t)+A1u

2
1(t)+A2u

2
2(t)+A3u

2
3(t))dt. (5.18)

Les deux premiers termes représentent le bénéfice des comportements de panique et de décès. Les constantes
A1, A2 et A3 sont positives et correspondent aux poids qui permettent de réguler les coûts du contrôle pour
la formation, les actions des secouristes et les informations externes, respectivement. Notre objectif est donc de
minimiser cette fonction coût pour trouver le ou les contrôles minimisant le phénomène de panique.

Le principe de Pontryagin [188] permet de conclure à l’existence d’un contrôle optimal u∗ = (u∗
1,u

∗
2,u

∗
3)∈ UT

répondant à la question c’est à dire tel que

min
(u1,u2,u3)∈UT

J(u1,u2,u3) = J(u∗
1,u

∗
2,u

∗
3). (5.19)

Nous avons cherché à répondre à la question suivante :

Pour un scénario donné, quelle est la meilleure stratégie pour réduire la panique et limiter le
nombre de victimes ?

À chaque contrôle u1,u2 et u3 correspond un coût noté A1, A2, et A3, respectivement. Pour chaque scénario,
une stratégie correspond à une combinaison de ces coûts (ex : A1 = 0.01,A2 = 0.01,A3 = 1). Pour modéliser les
différentes stratégies, le système binaire suivant est adopté : Ai = 0.01 si la stratégie vise surtout à augmenter
les efforts du contrôle ui, et Ai = 1 si la stratégie vise à diminuer les efforts du contrôle ui (i= 1,2,3).

On rappelle que u1 est le contrôle associé à la formation de la population, u2 celui associé aux actions
des opérationnels sur les lieux du sinistre, et u3 le contrôle associé à la communication. Ainsi, une stratégie
de gestion correspondra au triplet suivant (A1 = 1, A2 = 0.01, A3 = 1), une stratégie de prévention basée sur
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l’éducation de la population correspondra au triplet (A1 = 0.01, A2 = 1, A3 = 1) et une stratégie de prévention
basée sur la communication correspondra au triplet (A1 = 1, A2 = 1, A3 = 0.01).
Nous avons testé les stratégies définies dans le tableau 5.5.

Stratégies A1 A2 A3

1 10−2 10−2 10−2

2 10−2 10−2 1

3 10−2 1 10−2

4 10−2 1 1

5 1 10−2 10−2

6 1 10−2 1

7 1 1 10−2

8 1 1 1

Table 5.5 – Les différentes stratégies imaginées

La stratégie 1 est une stratégie de référence qui permet d’observer les contrôles lorsqu’ils ont le même coût.
Elle ne sera donc pas considérée pour déterminer la meilleure stratégie.

Afin de déterminer quelle est la meilleure stratégie qui réduit la panique, nous examinons celle dont les
contrôles nous donnent le moins de personnes en état de panique et telle que la valeur de la fonction objectif
est la plus petite. Nous notons :

I∆p =
∫ T

0
(p(t)−pc(t))dt (5.20)

où pc et p correspondent aux densités d’individus dans un état de panique avec et sans contrôle. I∆p va permettre
de juger l’efficacité des contrôles : plus la valeur de I∆p est grande, plus les contrôles réduisent la panique.

De la même manière, la quantité qui fournit une mesure similaire de l’efficacité des contrôles par rapport
aux décès est définie par :

I∆d =
∫ T

0
(d(t)−dc(t))dt (5.21)

Par conséquent, pour chaque scénario, la meilleure stratégie pour réduire la panique correspondra à la stratégie
ayant l’indice I∆p le plus élevé et la valeur la plus faible de la fonction de coût J définie en (5.18).
De la même façon, la meilleure stratégie pour réduire les décès correspondra à la stratégie pour laquelle l’indice
I∆d sera le plus élevé et la fonction coût J la plus basse.
Dans toutes nos simulations, nous avons considéré Cp = Cd = 1.

Scénario 1 : foule dense avec une faible culture du risque

Les paramètres sont : B1 = 0.05, B2 = 0.051, B3 = B4 = 10−3, C1 = 0.05, C2 = 0.01, Dr = Dc = 10−4,
Dp = 1.5×10−5, α1 = β1 = γ1 = γ2 = 0.7, ρ= 0.5 4.

Dans la figure 5.21, afin d’avoir tous les indices d’un même graphique, nous avons dû multiplier I∆d par
cent.

En testant toutes les stratégies du tableau 5.5, nous constatons que la meilleure stratégie pour réduire la
panique et la mort (voir Fig. 5.21) correspond à la stratégie 2 : A1 = 10−2, A2 = 10−2, A3 = 1. Cependant,
si l’on préfère une stratégie dont les efforts ne portent que sur un seul contrôle (stratégies 4, 6 et 7), il serait
intéressant de choisir la stratégie 6.

Scénario 2 : foule éparpillée avec un faible risque de la culture

On rappelle que les paramètres sont : B1 = 0.1, B2 = 0.11, B3 = 10−3, B4 = 0.001, C1 = 0.1, C2 = 0.2,
Dr =Dc = 10−4, Dp = 1.5×10−5,
α1 = β1 = γ1 = γ2 = 0.2, ρ= 0.5.

Les simulations numériques de la série de stratégies du tableau 5.5 et leurs résultats représentés sur la figure
5.25 montrent que la meilleure stratégie pour réduire la panique et les décès lors de la catastrophe serait la 2 :

4. L’échelle de temps n’est pas la même qu’à la section 5.4.2 ce qui explique la différence de valeur des paramètres.
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Figure 5.21 – 100×I∆d (blue), I∆p (green) et J (red) pour les 8 stratégies de contrôle dans le cas d’une foule
dense avec une faible culture du risque.

Figure 5.22 – Contrôles optimaux. Figure 5.23 – Courbe des densités du nombre de
paniqués et du nombre de morts.

Figure 5.24 – Solutions pour la meilleure stratégie dans le cas d’une foule dense avec une faible culture du
risque : (A1 = 10−2, A2 = 10−2, A3 = 1. (a) Gauche : Contrôles optimaux u1, u2 et u3. (b) Droite : En haut :
Densité de comportements paniqués avec (trait plein) et sans contrôle (trait en pointillé). En bas : Densité de
morts avec (trait plein) et sans contrôle (trait en pointillé).
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(A1 = 10−2, A2 = 10−2, A3 = 1). Il s’agit d’une stratégie mixte alliant prise en charge et prévention basée sur
la formation de la population. La meilleure stratégie impliquant un seul contrôle est la stratégie 6.

Figure 5.25 – 100× I∆d (blue), I∆p (green) et J (red) pour les 8 stratégies de contrôle dans le cas d’une
population éparpillée avec un faible risque de culture.

À la figure 5.28 sont représentés les contrôles optimaux et l’évolution en temps des densités de paniqués et
de morts, avec ou sans contrôle.

Figure 5.26 – Contrôles optimaux. Figure 5.27 – Courbe des densités du nombre de
paniqués et du nombre de morts.

Figure 5.28 – Solutions pour la meilleure stratégie dans le cas d’une foule éparpillée avec une faible culture
du risque (A1 = 10−2, A2 = 10−2, A3 = 1). À gauche sont représentés les contrôles optimaux u1, u2 et u3. En
haut à droite est représenté la densité de comportements paniqués avec (trait plein) et sans contrôle (trait en
pointillé) ; en bas, la densité de morts avec (trait plein) et sans contrôle (trait en pointillé).

Ainsi, dans le cadre de la théorie (statistique) de la décision, il serait possible d’ouvrir la voie à un outil logiciel
d’aide à la décision générant des scénarios probabilistes à partir d’un espace (éventuellement continu) d’actions
possibles, du type de population et de fonctions mérites multi-objectifs. De cette manière, des combinaisons
optimales d’efforts déployés en matière d’éducation, d’intervention et d’information pourraient être identifiées.
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Chapitre 6

Perspectives

6.1 Suite du modèle APC
Le projet Com2SiCa a produit beaucoup de donnés et ouvert de nouvelles perspectives. Ainsi, j’envisage à

court et moyen terme plusieurs suites.

Exploitation des autres données issues des enquêtes de terrain

Toutes les données expérimentales n’ont pas encore été exploitées comme celles issues des enquêtes de ter-
rain. Durant l’enquête menée au Havre, les participants étaient immergés dans une ambiance sonore qui était
découpée en séquences (bruits courants dans la ville, explosion, cris). À partir de mesures physiologiques ob-
tenues avec des montres connectées et un questionnaire pointu, D. Provitolo a défini à chaque séquence de
l’enregistrement sonore l’état émotionnel de chaque participant et la trajectoire qu’il aurait pris. Je souhaiterais
reprendre ces données pour affiner la connaissance des paramètres du modèle spatial et a-spatial.

D’autres modèles contrôlés envisagés

— Le modèle APC : Ce premier travail sur le contrôle prend en compte la formation de la population,
l’effet de la présence des forces de l’ordre et la communication lors de l’événement. Toutefois, le deuxième
contrôle ne nous satisfaisait pas. En effet, une intervention rapide avec le bon nombre de secouristes
au bon endroit permet soit d’éviter un mouvement de panique soit, si ces mouvements se déclenchent,
de les réguler, de les contrôler et d’éviter ainsi qu’ils se prolongent de façon excessive. Cette réflexion a
conduit à modéliser les forces de l’ordre comme une nouvelle population. Nous avons ainsi initié avec les
géographes l’étude des impacts de deux variables de contrôle sur les tendances comportementales : i) la
présence de secouristes (et non simplement leur effet) ; ii) l’effet de l’information transmise au cours de
l’événement (sirène, téléphone portable). Il serait également intéressant de comparer ce modèle contrôlé
avec un modèle hybride construit à partir du modèle APC et d’un modèle à base d’agents [129]. Ce
type de modélisation constitue une approche intermédiaire entre les modèles continus et les modèles à
base d’agents de systèmes d’individus en interaction. Tout en gardant le modèle APC pour modéliser
une population concernée par un événement catastrophique, les opérationnels seraient considérés en tant
qu’individus ou agents suivant un ensemble de règles inhérent et pouvant communiquer entre eux. Ce
type de modélisation est bien adapté dans le cas où il y a un petit nombre d’agents.

— Le modèle APC et les réseaux : Actuellement, l’environnement spatial est modélisé par un réseau, les
noeuds représentant un lieu doté de propriétés regroupant un ensemble d’individus soumis au panel de
comportements du modèle APC, les arêtes symbolisant les axes de communication et les interactions
entre noeuds. Une méthodologie mixant la théorie des équations différentielles non linéaires et la théorie
des réseaux complexes nous a permis de commencer à étudier l’impact de la topologie des réseaux et
de leur connectivité sur la dynamique de propagation des différents comportements. Les résultats sont
actuellement basés sur des simulations. Une méthode de contrôle comme proposée dans [216] permettrait
d’obtenir des résultats théoriques et de mieux comprendre, par exemple, la meilleure localisation des
secouristes pour réguler les effets de panique.

Un modèle à différentes échelles

Une autre perspective à se projet est de développer un modèle microscopique hybride reprenant le modèle
APC et les modèles de force sociale. Dans ces derniers, chaque individu se déplace selon l’action de plusieurs
forces externes et internes s’exerçant sur le piéton. Les forces externes proviennent des interactions physiques
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dues à l’environnement tandis que les forces internes proviennent de l’objectif que s’est fixé le piéton. Les
forces internes sont la réponse à une configuration ou à un état spécifique de l’environnement. Il est possible
également de représenter la tendance à se tenir à l’écart du danger ou de considérer l’effet attractif d’une scène.
L’accélération instantanée optimale de chaque individu est ainsi déterminée à partir des forces agissant sur le
piéton, de son environnement et des obstacles. Dans le modèle proposé par [47], on retrouve deux processus que
nous avons décrits dans le projet :

— le comportement provenant du stress interne pris en compte en liant le niveau de stress à la vitesse de
l’individu

— le processus de contagion ou d’imitation.
Notre expertise dans la compréhension et la modélisation des comportements humains et leurs transitions

doit permettre d’enrichir ce type de modèle.

Pour les opérationnels, il est important de planifier et concevoir le mouvement collectif d’un grand nombre
de personnes dans de nombreuses situations à risque telles que l’évacuation de bâtiments, de stades... Bien que
les premières études scientifiques sur l’évacuation des piétons aient été menées dans les années 30, ce sujet reste
d’actualité notamment dû à une connaissance partielle des comportements complexes des êtres humains lors
d’un tel événement. Or, lors de ce projet, les différents comportements adoptés par les individus en situation de
catastrophe ainsi que leurs transitions comme l’imitation ont été analysés et décrits. De même, les liens entre
états comportementaux (alerte, contrôle et panique) ont été associés à des types de comportements physiques. Il
serait désormais pertinent d’intégrer ces connaissances dans des modèles microscopiques qui pourraient proposer
ainsi des simulations plus réalistes. Pour cela, j’envisage le développement d’un système multi-agent (SMA) qui
permet de modéliser les effets d’interactions entre les individus. Chaque individu ou agent peut rassembler
différents niveaux de fonctionnement (raisonnement, comportement réactif et proactif) et différents niveaux
d’interaction (coordination) en les exploitant de manière autonome. Ces modèles permettent donc de considérer
les interactions locales et physiques et la possibilité d’incorporer la prise de décision individuelle et les processus
d’apprentissage. Ainsi, toutes les connaissances acquises au cours de ce projet peuvent être reprises pour enrichir
le SMA. Le SMA permettrait d’explorer par les simulations le fonctionnement de l’ensemble en adoptant une
approche ascendante, "bottom-up" pour faire émerger des propriétés plus complexes.

6.2 Suite sur l’identifiabilité et la diagnosticabilité
Au cours de mon travail de calibration à partir de données réelles, notamment avec le modèle APC, j’ai

été confrontée à un problème d’estimation des paramètres même si le modèle était identifiable. Différentes
définitions d’identifiabilité des paramètres existent dans la littérature et peuvent être classés en trois classes :
i) l’identifiabilité a priori, ii) l’identifiabilité a posteriori, iii) l’identifiabilité pratique.
L’identifiabilité théorique ou structurelle des paramètres du modèle que j’ai étudié examine la question de
l’existence et de l’unicité d’une solution au problème d’estimation des paramètres, dans un cadre idéalisé où

— le système et le modèle ont une structure identique (pas d’erreur de caractérisation) ;
— les données sont non bruitées ;
— les signaux d’entrée et les temps de mesure peuvent être choisis à volonté.

Cependant, ce n’est qu’une condition nécessaire qui ne garantit pas l’estimation réussie des paramètres à partir
de données réelles.
L’identifiabilité a posteriori considère les hypothèses suivantes :

— le système et le modèle ont une structure identique ;
— les données sont sans bruit.

L’identifiabilité a posteriori est un cas particulier de la distinguabilité de la sortie pour une collection finie
d’observations sans bruit et un signal d’entrée [65, 66].
Enfin, l’identifiabilité pratique s’appuie sur la seule hypothèse que le système et le modèle ont une structure
identique [67, 192]. Dans ce cas, cette notion tient compte du bruit et est généralement associée à un critère
d’optimisation. Pour cette raison, cette classe d’identifiabilité est souvent liée à la théorie de l’optimisation en
mathématiques.

Le problème d’estimation rencontré dans le cadre de mon travail est un problème d’identifiabilité a posteriori
et peut se voir sur une étude de sensibilité des sorties du modèle par rapport aux paramètres. Par exemple,
en utilisant les indices de Sobol, les sorties du modèle APC sont très peu sensibles à certains paramètres. Des
travaux ont été menés pour étudier les liens entre l’identifiabilité et la sensibilité du modèle mais tous les liens
n’ont pas encore été établis (voir [66]).

En ce qui concerne la diagnosticabilité, les signatures que nous avons proposées ont ouvert la voie à de
nouvelles méthodes prometteuses. Toutefois, il reste encore une question fondamentale pour la diagnosticabilité
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fonctionnelle : comment distinguer les trajectoires en fonction des fautes qui agissent sur le système et sur quel
critère ? J’envisage pour cela deux suites possibles :

— étendre les définitions de signatures/diagnosticabilité au cadre ensembliste ;
— travailler sur les polynômes entrées-sorties et sur leurs propriétés.

6.3 À plus long terme
En 2020, nous avons développé avec G. Cantin un modèle mathématique structuré en âge décrivant la dy-

namique des écosystèmes forestiers et prenant en compte le phénomène de la transpiration forestière [31]. Ce
dernier est un élément important du cycle hydrologique car il exerce une influence sur la dynamique fores-
tière (voir par exemple [128]). Or, deux éléments au moins sont susceptibles de perturber ce phénomène de
transpiration forestière. Tout d’abord, le dérèglement climatique induit des augmentations ou des diminutions
localisées des quantités de précipitations, ainsi qu’une augmentation moyenne de la température, elle-même
susceptible d’accroître la fréquence ou l’intensité des événements de sécheresse. D’autre part, l’activité humaine
et les actions de déforestation, en diminuant les surfaces de forêt, perturbent la contribution forestière au cycle
hydrologique. Nous avons également développé dans [31] un réseau complexe afin d’appréhender la structure
hétérogène de certaines étendues forestières, tout en intégrant les phénomènes d’interaction entre îlots forestiers
par échange de la ressource en eau. Dans ces modèles de réseaux, nous avons considéré un graphe dont les som-
mets modélisent les îlots forestiers, et dont les arêtes correspondent aux interactions entre les différents îlots.
Chaque sommet du graphe est alors couplé avec un système d’équations reproduisant la dynamique des îlots.
L’ensemble qui résulte de cette modélisation décrit donc la dynamique spatio-temporelle complexe d’une zone
forestière hétérogène et notamment l’état d’équilibre et de coexistence des diverses catégories d’arbres (cet état
d’équilibre faisant l’objet d’une attention particulière puisqu’il correspond à l’état que l’on souhaite préserver
ou restaurer), mais aussi celui de disparition de l’écosystème. Cette démarche de modélisation permet ainsi de
reproduire les conditions favorables à l’équilibre de l’écosystème. Dans une seconde étape, nous avons intégré
sous la forme de perturbations les multiples événements susceptibles de menacer cet équilibre. En particulier,
nous avons considéré les actions humaines de déforestation et les changements climatiques, dont les variations de
température ou de précipitations pour étudier la robustesse des équilibres de l’écosystème forestier. Pour pour-
suivre ce projet de modélisation, nous sommes en contact avec des géographes et des écologistes pour récupérer
des données de la forêt Amazonienne, région du monde qui voit depuis plusieurs années une augmentation de la
fréquence et de l’ampleur des événements extrêmes. Ils disposent de donner qualitatives (études des extrêmes
climatiques tels que définis en climatologie, leurs réponses environnementales et leurs perceptions, en examinant
les similitudes et les contrastes fournis par chacun de ces prismes) et quantitatives (évaporation, densité d’arbres
au km2). Afin d’étudier l’interconnexion entre climat et écosystèmes, d’évaluer les risques et la vulnérabilité
liés à l’augmentation des extrêmes, nous avons proposé de concevoir avec eux un modèle mathématiques et de
le calibrer. Ce modèle s’appuierait sur le modèle que nous avons développé et intégrerait les interactions entre
l’écosystème forestier tropical et la dynamique climatique à partir des données forestières du réseau Tropical
Managed Forest Observatory (TmFO) entre autre. Il simulerait les réponses éco-dynamiques des forêts aux
extrêmes climatiques. Comme dans le projet Com2SiCa, nous leur avons proposé de créer avec eux un outil de
support pour la gestion forestière et la prise de décision.
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Annexe 1 − L’algorithme
IdentifiabilityTree

La fonction IdentifiabilityTree prend en entrée le système

S = {ϕ(Θ) = ϕ(Θ̃),C(Θ),C(Θ̃)}

et retourne l’arbre d’identifiabilité (Voir la définition 5).

Pour éviter les calculs inutiles, la remarque B est utilisée dans la fonction auxiliaire
CompletionWithComputedBranches. Quand cette fonction permet de compléter un préfixe l en une branche de
l’arbre d’identifiabilité, l’ensemble T ′ retourné par cette fonction contient toutes les branches de l’arbre d’iden-
tifiabilité admettant l comme préfixe.

Function CompletionWithComputedBranches (l,T ) ;
. /* Inputs : .A set T of branches of the identifiability tree
. .A list l of parameters taken among {θ1, . . . , θm} */
. /* Outputs : .A boolean HasBeenCompleted equal to True if the sets of parameters of l and of
. one prefix of at least one element of T are equal ; False otherwise.
. . The set T ′ containing T and all the branches of the form l cat s where s is
. the suffix of a branch of T admitting as prefix a permutation of l. */
. HasBeenCompleted := False ;
. T ′ := T ;
. For l′ ∈ T do
. . If a permutation of a prefix of l′ is equal to l then
. . . l′′ := l cat l′[Length(l) + 1, . . . , m] ;
. . . T ′ := T ′ ∪ {l′′} ;
. . . HasBeenCompleted := True ;
. . End If
. End For
. Return [ HasBeenCompleted ; T ′ ] ;
End Function ;

Le corollaire 1 est utilisé dans la fonction suivante pour compléter un préfixe l avec des paramètres identi-
fiables relativement à l. Pour chaque paramètre non identifiable relativement à l, si il existe, l est complété par
ce paramètre non identifiable. Un appel récursif de la fonction CompletionWithComputedBranches est alors
fait pour compléter ce nouveau préfixe.

Remarque : La fonction CompletionWithComputedBranches est appelée dès qu’un préfixe est construit. Il
ne fait pas appel au test semi-algébrique consistant à vérifier si un ensemble est vide.
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Function ConstructTheBranches (S, {θ1, . . . , θm}, 0., T ) ;

. /* Inputs : .the system S

. .the set {θ1, . . . , θm} of parameters of system S

. .a tuplet l of {θ1, . . . , θm}

. .a set of branches T of the identifiability tree

. Output : The set T of all the branches of the identifiability tree already computed and

. the one(s) admitting l as prefix

. SPP := {θ1, . . . , θm} \ Set(l) ;

. /*SPP is the set of possible parameters to complete the prefix l */

. hbc := False ;

. /*hbc is set to True when l is completed by function CompletionWithComputedBranches */

. If SPP ̸= ∅ then

. . For θ ∈ SP P do

. . . If hbc = False and SetOfRealSolutions (S ∪ {v ∗ (θ − θ′) = 0}) = ∅ then

. . . . /* The parameter θ is identifiable relatively to l (See Corollary 1) */

. . . . l := l cat [θ] ;

. . . . [hbc,T ] := CompletionWithComputedBranches (l,T ) ;

. . . . /* If Remark B can be applied, l is completed with the branches of T already computed */

. . . . SPP := SPP \{θ} ;

. . . . S := S ∪ {θ = θ′} ;

. . . End if

. . End for

. End If

. . /* SPP contains now only non identifiable parameters relatively to l. */

. If SPP = ∅ then

. . T = T ∪{l}

. . /* In this case, l is a branch of the identifiability tree */

. else

. . For θ ∈ SP P do

. . /* Adjoining to T the set of branches admitting l cat [�θ] as prefix*/

. . . SPP := SPP \{θ} ;

. . . [hbc,T ] := CompletionWithComputedBranches ( l cat [�θ],T ) ;

. . . If hbc = False then

. . . . /* l cat [�θ] can not be completed with the branches of T already computed*/

. . . . T := T ∪ ConstructTheBranches (S ∪ {θ = θ′}, {θ1, . . . , θm}, l cat [�θ], T ) ;

. . . End if

. . End for

. End If

. Return T ;

End Function ;

Cette dernière fonction retourne l’arbre d’identifiabilité du système S et de l’ensemble de paramètres {θ1, . . . , θm}.
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Function IdentifiabilityTree (S, {θ1, . . . , θm}) ;

. /* Inputs : The system S and the set of all the parameters {θ1, . . . , θm} */

. /* Output : The set of branches of the identifiability tree */

. l :=[] ;

. T := {[]} ;

. Return ConstructTheBranches (S, {θ1, . . . , θm}, l, T ) ;

End Function ;
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Annexe 2 - Outils basiques de l’analyse
par intervalle

L’analyse par intervalles introduite par [144] fournit des outils de calcul d’ensembles décrits par l’union de
boîtes ne se chevauchant pas. Elle est utilisée dans de nombreux domaines comme en contrôle robuste de système
[112, 171, 55], en estimation [162, 170] ou en informatique [111, 135].
Cette section rappelle les concepts et les définitions de l’analyse par intervalle.

1 Définitions basiques
Un intervalle réel [u] = [u, ū] est un sous-ensemble fermé et connexe de R où u (resp. ū) est la borne inférieure

(resp. supérieure) de [u]. L’ensemble des intervalle de R est noté IR.
Pour caractériser un intervalle, on peut utiliser

— son centre ou milieu : m([u]) = ū+u

2 ,
— sa longueur ou son diamètre : w([u]) = ū−u,
— sa plus grande valeur absolue (resp. plus petite valeur) : |[u]| = max{|u|, u ∈ [u]} = max{|u|, |ū|} (resp.

< [u]>= min{|u|, u ∈ [u]}=min{0, |u|, |ū|}).
Les intervalles étant des ensembles, les notions d’égalité (=), d’appartenance (∈), d’inclusion stricte (⊂)

et large (⊆), ainsi que d’intersection (∩) sont parfaitement définies. Cependant, la réunion de deux intervalles
n’étant pas en général un intervalle, l’union de deux intervalles (∪) est défini comme le plus petit intervalle
contenant l’union de ces deux intervalles, c’est à dire :

[u]∪ [v] = [min(u,v),max(ū, v̄].

Notons que deux intervalles [u] et [v] sont égaux si et seulement si u= v et ū= v̄.

2 Vecteurs et matrices d’intervalles
Un vecteur d’intervalles (ou boîte) est un vecteur dont les composantes sont des intervalles. Ce vecteur

peut-être vu comme un produit cartésien d’intervalles : [u] = [u1]× [u2]× . . .× [un] et l’ensemble des vecteurs
d’intervalles de dimension n. L’ensemble des vecteurs d’intervalles de dimension n est noté IRn.

Pour caractériser ce type de vecteur, on peut utiliser
— son centre ou milieu qui est le vecteur composé des milieux de ses composantes d’intervalle,
— sa longueur ou son diamètre qui est le maximum des longueurs de ses composantes intervalles.

Par exemple w([−2,2]× [1,3]) = 4.
— sa plus grande valeur absolue |(.)| (resp. plus petite valeur) qui est le vecteur composé des plus grandes

valeurs absolues des ses composantes intervalles (resp. plus petites).
De plus, pour un vecteur intervalle [u] de composantes [ui], le réel ∥ [u] ∥ est défini par ∥ [u] ∥= maxi(|([xi])|).

L’ensemble des matrices d’intervalles réels de dimension n×m est noté IRn×m et

[A] =


[a]11 . . . [a]1m

... . . . ...

[a]n1 . . . [a]nm

 (6.1)

est un élément de cet ensemble.
Une matrice intervalle carrée [A] est régulière si 0 ̸∈ det([A]).
Dans le cadre ensembliste, la matrice inverse [A]−1 de [A] est la plus petite matrice intervalle renfermant

118



l’ensemble des matrices inverses {A−1/A ∈ [A]}. Soit la matrice [Iϵ] ayant sur sa diagonale [1− ϵ,1 + ϵ] et
[0− ϵ,0+ ϵ] ailleurs. Alors il existe ϵ ∈ R+∗ tel que [A]−1[A]⊂ [Iϵ].
Enfin, une matrice intervalle [A] est dite définie positive si chaque A ∈ [A] est définie positive au sens classique.

Une matrice symétrique d’intervalles est définie positive si et seulement si elle est régulière et contient au
moins une matrice définie positive [174].

3 Pavage et sous-pavage
Avant de décrire les notions de pavés et sous-pavés, la notion de bissection est rappelée.

Définition 25. La bissection d’une boîte [x] est une opération qui partitionne la boîte en deux autres boîtes
L(u) et R([u]) telles que

L[u] = [u1,u1]× . . .× [uj ,
uj +uj

2 ]× . . .× [un,un],

R[u] = [u1,u1]× . . .× [
uj +uj

2 ,uj ]× . . .× [un,un],
(6.2)

où la jème composante de [u] est partitionnée.

Par exemple la bissection de la première composante de [u] = [−2,2]× [1,3] donne deux boîtes L[u] = [−2,0]×
[1,3] et R[u] = [0,2]× [1,3].
Un sous-pavé IU de la boîte [u] ⊂ Rn est l’union de sous-boîtes de [u] ne se superposant pas et obtenues par
une suite finie de bissections de [u].
D’après [104], un sous-pavé peut être représenté par un arbre binaire.
Quand un sous-pavé IU de la boîte [u] couvre [u] alors c’est un pavé de [u]. Dans l’exemple ci-dessus L[u] et
R[u] sont des pavés de [u].

4 Opérations arithmétiques
Les opérations mathématiques permettant de manipuler des variables d’intervalle (intervalles, boîtes ou

matrices) sont présentées dans cette sous-section. Plus de détails peuvent être trouvés dans [86, 55, 50].
Les opérations classiques {+,−,×,/} sur les nombres réels ont été étendues aux intervalles :

[u]⋄ [v] = [{u⋄v|u ∈ [u], v ∈ [v]}],

avec ⋄ ∈ {+,−,×,/}.
Soient [u] et [v] deux intervalles de IR, alors le résultat de [u]⋄ [v] est donné par

[u]+ [v] = [u+v,u+v],

[u]− [v] = [u−v,u−v],

[u]× [v] = [min(uv,uv,uv,uv),max(uv,uv,uv,uv)],

1/[v] =

 [−∞,∞] si 0 ∈ [v],

[1/v,1/v] sinon

[u]/[v] = [u]×1/[v].

(6.3)

Par exemple, avec les intervalles [u] = [1,3] et [v] = [−1,2], nous avons :
[u]− [v] = [1,3]− [−1,2] = [−1,4],

[u]× [v] = [1,3]× [−1,2] = [−3,6],

[u]/[v] = [1,3]/1/[−1,2] = [−∞,+∞], car 0 ∈ [v].

(6.4)

Les fonctions réelles monotones f peuvent être souvent étendues au contexte intervalle en utilisant l’expres-
sion

f([u]) = [ inf
u∈[u]

(f(u)), sup
u∈[u]

(f(u))]. (6.5)

Par exemple, appliqué aux fonctions exp et carré, on obtient
— pour l’exponentielle : exp([u]) = [exp(u),exp(ū)], d’où exp([0,1]) = [1,e].
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— pour la fonction carré :

[u]2 =

 [0,max(u2, ū2) si 0 ∈ [u]

[min(u2, ū2),max(u2, ū2)] sinon
et [−2,2]2 = [0,4]. (6.6)

Attention, [−2,2]× [−2,2] = [−4,4] ̸= [0,4].
Les fonctions non monotones nécessitent une analyse plus spécifique.

5 Les fonctions d’inclusion
Définition 26. La fonction intervalle [f ] de IRn à IRm est une fonction d’inclusion pour f si

∀[x] ∈ IRn, f([x])⊆ [f ]([x]).

L’un des objectifs de l’analyse par intervalle est de fournir pour une grande classe de fonctions une fonction
d’inclusion [f ] telle que pour un intervalle [x], l’image [f ]([x]) ne soit pas trop grande et soit calculée assez
rapidement.
Définition 27. Une fonction d’inclusion [f ] de f est convergente si pour toute suite de boîtes [x](k),

lim
k→∞

w([x](k)) = 0⇒ lim
k→∞

w([f ]([x](k))) = 0,

ce qui implique
∀[x] ∈ IRn, , [f ]([x]) = f([x]).

Définition 28. La fonction d’inclusion [f ] de f est minimale si pour tout [x], [f ]([x]) est la plus petite boîte
contenant f([x]). Dans ce cas, [f ] est noté [f ]∗ et nous avons

∀[x] ∈ IRn, [f ]∗([x]) = f([x]).

Définition 29. Une fonction [f ] d’inclusion est monotone si

[x]⊂ [y]⇒ [f ]([x])⊂ [f ]([y]),

avec [x] et [y] deux boîtes de IRn.
Étant donné une fonction f de Rn dans R, il existe différentes méthodes pour trouver une fonction d’inclusion

convergente. La méthode la plus simple et la plus directe consiste à remplacer tout nombre réel par un intervalle
contenant ce nombre et les fonctions élémentaires réelles par leurs extensions aux intervalles. Cette méthode
fournit la fonction d’inclusion naturelle.
Théorème 5. Ce théorème est repris de [104].
Soit une fonction f de Rn dans R telle que f(x1,x2, . . . ,xn) = y est exprimée comme la composée finie des
opérateurs +,−,×,/ et des fonctions élémentaires telles que sin, cos,exp, . . ..
Une fonction d’inclusion monotone [f ] de f , vérifiant pour tout vecteur d’intervalles réels [x] = x l’égalité
[f ](x) = f(x), est obtenue en remplaçant chaque variable xi par une variable intervalle [xi] et chaque opérateur ou
fonction par son équivalent intervalle. Si f n’implique que des opérateurs continus et des fonctions élémentaires
continues alors [f ] est convergente. Si de plus, chacune des composantes de x apparaît au plus une fois dans
l’expression formelle de f alors [f ] est minimale.
Exemple 5.1. Soit la fonction f : x 7→ x2 +2x+2. Cette fonction peut se réécrire de la façon suivante :

f1(x) = x(x+1)+2,

f2(x) = x×x+2+2×x+2

f3(x) = x2 +2×x+2,

f4(x) = (x+1)2 +1.

(6.7)

Pour [x] = [−2,1], nous avons 

[f1]([x]) = [x]([x]+2)+2 = [−4,5],

[f2]([x]) = [x]× [x]+2× [x]+2 = [4,8],

[f3]([x]) = [x]2 +2× [x]+2 = [−2,8],

[f4]([x]) = ([x]+1)2 +1 = [1,5].

(6.8)

[f4] donne le plus petit intervalle solution et on peut prouver qu’il est minimal.
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On peut remarquer que
— l’évaluation de la fonction f dépend du nombre d’occurrences de chaque variable d’intervalle dans l’ex-

pression de la fonction f
— il faut réduire l’apparition multiple de [x]
— si chaque variable n’apparaît qu’une seule fois dans la fonction f , la fonction d’inclusion naturelle est

minimale.

Malheureusement, il n’y a pas de méthode qui puisse être utilisée systématiquement pour trouver la fonction
d’inclusion minimale. La fonction d’inclusion naturelle reste le moyen le plus simple d’évaluer une fonction
d’intervalle.
Une approche pour réduire le pessimisme consiste à considérer les fonctions d’inclusion centrées basées sur
le développement en série de Taylor en terme d’intervalles [152, 169]. Le critère de convergence des fonctions
d’inclusion a été étudié par Moore [144]. Dans son travail, l’ordre de convergence d’une fonction d’inclusion est
défini comme le plus grand entier α qui satisfait :

∃β ∈ R+/w([f ]([x]))−w(f([x]))≤ βw([x])α.

L’ordre de convergence d’une fonction d’inclusion minimale est infini. Il a été montré que la fonction d’inclusion
centrée est plus intéressante que la fonction d’inclusion naturelle lorsque la largeur des intervalles est petite.
Mais pour des intervalles de taille plus importants, il est préférable d’utiliser la fonction d’inclusion naturelle.

6 Image réciproque d’ensembles via l’analyse par intervalle
Considérons le problème consistant à déterminer un ensemble solution S appartenant a priori à un ensemble

de recherche défini par :
S = {λ ∈U|f(λ) ∈ [β]}= f−1([β])∩∆, (6.9)

où [β] est a priori connu et f est une fonction linéaire pas nécessairement inversible selon la définition classique.
(6.9) consiste à calculer l’image réciproque de f . Ce problème est connu comme un problème d’inversion pouvant
être résolu par l’algorithme récursif SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis) [105]. Résoudre les systèmes
(2.56) et (2.58) revient à trouver [θ] tel que 0 ∈ [A][θ]− [b].

L’algorithme explore un domaine initial admissible pour les paramètres en le décomposant de manière
récursive en sous-boîtes qualifiées de faisables ou non faisables, ceci sans perdre aucune solution.

Cet algorithme permet d’obtenir une enveloppe garantie contenant l’ensemble solution et telle que

S⊆ S⊆ S. (6.10)

L’enveloppe intérieure S est composée de boîtes faisables c’est à dire que f([λ]) ⊆ [β]. Une boîte non faisable
[λ] vérifiera f([λ])∩ [β] = ∅. Dans les autres cas, la boîte sera dite indéterminée. Cette dernière est alors divisée
et testée de nouveau jusqu’à atteindre un seuil de précision déterminé au départ ε > 0. Ce critère assure que
SIVIA se terminera après un nombre fini d’itérations.

L’algorithme SIVIA basé sur un test d’inclusion permet d’obtenir deux sous-pavés avec une précision ε. La
relation entre les deux sous-pavés peut être caractérisée par :

∆S = S\S, (6.11)

où ∆S est appelé la zone d’incertitude du test et pour lequel aucune décision ne peut être prise durant le test.
Les propriétés de ces ensembles solution sont :

— si S = ∅, le problème (6.9) n’a pas de solution,
— si S ̸= ∅, il existe au moins solution pour (6.9).
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Annexe 3 - Analyse de sensibilité par
les indices de Sobol

1 Rappels sur les indices de Sobol
L’analyse de sensibilité globale permet d’analyser l’impact de la variabilité des facteurs d’entrée du modèle.

Par exemple, à la figure 6.1, on souhaite savoir quel est le paramètre le plus influent entre le paramètre B1 et le
paramètre α. Est-ce que 70% de la variation de C est causée uniquement par la variation de B1 ou par 20% de
la variation de α ou 10% d’interaction des 2 paramètres (pour l’analyse de sensibilité globale). Ces pourcentages
peuvent s’interpréter directement par des mesures de sensibilité. En déterminant les paramètres responsables

Figure 6.1 – Quel paramètre est le plus influent sur la variable Y ?

de cette variabilité, l’analyse de sensibilité permet de prendre les mesures nécessaires pour diminuer la variance
de la sortie si celle-ci est synonyme d’imprécision, ou encore d’alléger le modèle en fixant les paramètres dont
la variabilité n’influe pas sur la variable de sortie. On peut résumer l’étude de sensibilité comme suit. C’est une

— Étude qui quantifie l’influence des différents paramètres sur la réponse du modèle mathématique
— Étude qui permet de déduire quels sont les paramètres qui contribuent le plus à la variabilité de la réponse

du modèle, les paramètres les moins influents et ceux qui interagissent avec les autres.
Comme nous allons le voir dans la suite, l’Analyse de Sensibilité Globale (ASG) est basée sur un calcul de

variance [65, 179]. Concrètement, l’indice calculé évalue si la trajectoire générée par le modèle lorsqu’on varie
un des paramètres va dévier de beaucoup de la trajectoire initiale.

1.1 Théorie
Exemple 1.1. Reprenons l’exemple des paramètres θ1 = B1 et θ2 = α où mathématiquement, θ1 et θ2 sont
des variables aléatoires. Tous les autres paramètres sont fixés. On souhaite savoir ce qu’il se passe lorsqu’on
fixe un des paramètres. Supposons que le paramètre θ1 := B1 soit fixé à θ∗

1 = 0.5 et prenons un échantillon de
valeurs de α. En faisant des simulations avec cet échantillon, nous obtenons des trajectoires et en particulier
des trajectoires de C (voir figure 6.2). Pour savoir si ces trajectoires sont "éloignées", on calcule la variance qui
est notée Vθ∼1(C|θ1) où θ ∼ 1 est l’ensemble de tous les paramètres sauf le premier, θ1 = B1. Dans notre cas,
cet ensemble se réduit à α. La notation C | θ1 signifie que l’on calcule la trajectoire en ayant fixé le paramètre
θ1 = B1. Ainsi, pour B1 fixé, on a une idée de la dispersion des trajectoires lorsqu’on varie tous les autres
paramètres. Toutefois, cette dispersion dépend de la valeur de B1 choisie au départ. On va donc reprendre le
calcul de la variance pour différentes valeurs de B1 et on va calculer la moyenne Eθ1 des variances calculées
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Figure 6.2 – Principe pour calculer l’indices de Sobol S1,2.

avec les différentes valeurs de B1. En fait, on calcule une distance moyenne en ayant fait varier le paramètre
B1. Mathématiquement, cette moyenne sera notée Eθ1(Vθ∼1(C|θ1)). Ainsi, si la valeur de cette moyenne est
grande, le paramètre aura peu d’influence et réciproquement.
Cette relation n’est pas utilisée directement pour définir les indices de sensibilité. D’après le théorème de la
variance totale, on a :

V (θ) = Eθ1(Vθ∼1(C | θ1))+Vθ1(Eθ∼1(C | θ1)).
Ainsi, une faible valeur de Eθ1(Vθ∼1(C | θ1)) ou une grande valeur de Vθ1(Eθ∼1(C | θ1)) implique que θ1 est

un paramètre influent. La variance conditionnelle Vθ1(Eθ∼1(C | θ1)) est appelée l’effet du premier ordre de θ1
sur C.

La méthode présentée ici consiste à décomposer la variance de la sortie du modèle Y en une décomposition
ANOVA (Analysis of Variance). L’équation décrivant la décomposition fonctionnelle de la variance totale V (t)
de la réponse du modèle, s’écrit

V (t) =
np∑
i=1

Vi(t)+
∑

1≤<j≤np

Vi,j(t)+ . . .+V1,...,np(t)

avec

Vi(t) = V ar [Yi(t,θi)] = Vθi(Eθ∼i(Y | θi))),

Vi,j(t) = V ar [Yi,j(t,θi,θj)] = V arθi,θj [Eθ∼i,j [Y (t,θ) | θi,θj ]]−Vi(t)−Vj(t),
...

V1,...,np(t) = V (t)−
np∑
i=1

Vi(t)−
∑

1≤<i<j≤np

Vi,j(t)−
∑

1≤i1<...<inp−1≤np

Vi1,...,inp−1(t).

(6.12)

où θ est un vecteur de paramètres représentés par des variables aléatoires indépendantes et uniformément
distribuées dans [0;1]np , np désigne le nombre de paramètres étudiés dans l’analyse.

Le principe général pour calculer les indices consiste à simuler un grand nombre de fois les sorties en faisant
varier 1 ou des paramètres.

En résumé, on a :
Définition 30. Soit Y une sortie du modèle de carré intégrable et θi les paramètres du modèle.

— L’indice de Sobol ou indice du premier ordre associé à un paramètre θi, noté Si est défini par :

Si(t) = Vθi(Eθ∼i(Y | θi)))(t)
V (Y )(t) .

V (Y ) désigne la variance totale. Le terme Vθi(Eθ∼i(Y | θi)) est un réel quantifiant la dispersion de Y
(qui est la sortie du modèle) lorsque θi est le seul paramètre à varier. Plus cette variance est élevée et
plus le paramètre θi est influent sur la sortie Y , c’est-à-dire que celle-ci est d’autant plus sensible à θi.
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— L’indice du second ordre associé aux paramètres θi, θj , noté Si,j est défini par :

Si,j(t) =
Vθi,θj (Eθ∼i,j(Y (t,θ) | θi,θj))−Vi(t)−Vj(t)

V (t) .

Il mesure la sensibilité de la variance de la sortie Y à l’interaction des paramètres θi et θj , c’est à dire
la sensibilité de Y aux variations conjuguées des paramètres θi et θj qui n’est pas prise en compte dans
Si(t) et Sj(t).

— De manière équivalente, on peut établir les définitions des fonctions de sensibilité d’ordre supérieur à
deux.

Par exemple, pour 3 paramètres, on a
— fonctions de sensibilité d’ordre 1 : S1(t), S2(t), S3(t) ;
— fonctions de sensibilité d’ordre 2 : S1,2(t), S1,3(t) ; S2,3(t)
— fonctions de sensibilité d’ordre 3 : S1,2,3(t).

Remarquons que
1. les indices sont toujours positifs
2. plus la fonction de sensibilité est proche de 1 pour tout instant de mesure tk ∈ {t1, . . . , tN}, plus le

paramètre est influent (la somme des indices de sensibilité vaut 1).
3. La somme de toutes les fonctions de sensibilité est égale à 1.

Par exemple, pour 3 paramètres, on a

S1(t)+S2(t)+S3(t)+S1,2(t)+S1,3(t)+S2,3(t)+S1,2,3(t) = 1.

4. S’il y a p paramètres, le nombre de fonctions de sensibilité à calculer, de l’ordre 1 à l’ordre np, est de
2np −1. Ce nombre peut parfois exploser en fonction du nombre de paramètres à étudier. On peut alors
calculer les indices (fonctions) de sensibilité totaux, qui expriment la sensibilité totale de la sortie vis-à-vis
d’un paramètre, c’est-à-dire la sensibilité sous toutes ses formes en regroupant la sensibilité au paramètre
seul (mesure de sa contribution individuelle) et la sensibilité aux interactions avec les autres paramètres
(mesure de sa contribution collective) (Voir [179]). Par exemple, l’indice total de Sobol en θ1 va prendre
en compte tous les jeux de paramètres contenant θ1 (voir figure 6.3)

Figure 6.3 – Effet total du paramètre θ1 lorsqu’on a 3 paramètres au départ.

Définition 31. La fonction de sensibilité totale Sθi(t) de la sortie par rapport à un paramètre θi est définie
comme la somme de toutes les fonctions de sensibilité relatives au paramètre θi :

STi(t) =
∑
k♯i

Sk(t) = 1−S∼i(t) = 1− Vθ∼i(Eθi(Y | θ ∼ i))
V ar(Y )

où ♯i représente tous les ensembles d’indices contenant l’indice i et S∼i la somme des fonctions de sensibilité
de la sortie relatives à tous les paramètres, sauf θi.
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Par exemple, pour 3 paramètres, sachant que la somme de toutes les fonctions de sensibilité est égale à 1,
on a :

— ST1(t) = S1(t)+S1,2(t)+S1,3(t)+S1,2,3(t) = 1−S2(t)−S3(t)−S2,3(t) ;
— ST2(t) = S2(t)+S1,2(t)+S2,3(t)+S1,2,3(t) ;
— ST3(t) = S1(t)+S1,3(t)+S2,3(t)+S1,2,3(t).

Pour ce modèle à 3 paramètres, la première formulation de ST1 nécessite deux fonctions de sensibilité d’ordre
2 et une fonction de sensibilité d’ordre 3 alors que la deuxième formulation suppose la connaissance de deux
fonctions d’ordre 1 et une fonction d’ordre 2.

Remarque 34. Les espérances (moyennes) et les variances sont par définition des intégrales dans et sont
calculés numériquement en utilisant les estimateurs de Monte Carlo.

1.2 Principe des calculs
Supposons que l’on souhaite calculer l’intégrale

I =
∫
D
f(x)dx

où D est un espace de plus ou moins grande dimension (dans notre cas, c’est l’espace des paramètres) et f est
une fonction intégrable. Soit x1, . . . ,xN la réalisation d’un N -échantillon d’une variable aléatoire uniforme sur
D (échantillonnage aléatoire). Une approximation de I par la méthode de Monte Carlo est

ÎN = 1
N

N∑
i=1

f(xi).

La convergence (presque sûre) de IN vers I découle de la loi forte des grands nombres. L’espérance de toute
fonction d’une variable aléatoire de densité quelconque peut être approchée par

Ê(f(X)) = 1
N

N∑
i=1

f(xi)

où (xi)i=1,...,N est un N -échantillon de réalisations de la variable aléatoire X.

Exemple 1.2. Regardons l’estimation des indices de sensibilité par la méthode de Monte Carlo dans le cas
de l’exemple 1.1. Considérons un Nsim échantillon θ̃Nsim = (θj1,θj2)j=1,...,Nsim de réalisations des paramètres
(θ1,θ2). On rappelle que θ1 = B1 et θ2 = α et qu’on cherche les indices de Sobol en les instants (tk)k=1,...,N .
L’espérance de Y , E(Y ) = ŷ0 et sa variance V (Y ) sont estimées par

ŷ0(tk) = 1
Nsim

Nsim∑
j=1

Y (tk,(θj1,θj2)) et V̂ (Y ) = 1
Nsim

Nsim∑
j=1

Y (tk,(θj1,θj2))2− ŷ2
0 .

L’estimation des indices de sensibilité nécessite l’estimation d’espérances de variance conditionnelle. Sobol a
proposé une technique d’estimation. En simplifiant temporairement les notations, on a

V1 = V (E(Y | θ1)) = E(E(Y | θ1)2)︸ ︷︷ ︸
Ui

−E(E(Y | θ1))2 = U1−E(Y )2.

Sobol propose d’estimer U1, c’est à dire l’espérance du carré de l’espérance de Y conditionnellement à θ1 comme
une espérance classique mais en tenant compte du conditionnement à θ1 en faisant varier entre les deux appels à
Y tous les paramètres sauf le paramètre θ1. Cela nécessite deux échantillons de réalisations pour les paramètres.
Soient θ̃(1)

Nsim
=
(
θ

(1)
k1 ,θ

(1)
k2

)
k=1,...,Nsim

et θ̃(2)
Nsim

=
(
θ

(2)
k1 ,θ

(2)
k2

)
k=1,...,Nsim

ces échantillons. Alors, une estimée de
U1 est :

Û1 = 1
Nsim

Nsim∑
k=1

Y (θ(1)
k1 ,θ

(1)
k2 )×Y (θ(1)

k1 ,θ
(2)
k2 ).

L’indice de sensibilité de premier ordre est alors estimé par

Ŝ1 = V̂1

V̂ (Y )
= Û1− ŷ2

0
V̂ (Y )

.
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Pour la variance totale, notons V∼1 = Vθ∼1(Eθ1(Y | θ ∼ 1)). V∼1 est la variance de l’espérance de Y condi-
tionnellement à tous les paramètres sauf θ1. V∼1 est alors estimé comme V1 sauf qu’au lieu de faire varier tous
les paramètres sauf θ1, nous ne faisons varier que θ1. Comme précédemment

V∼1 = E(E(Y | θ∼1)2)−E(E(Y | θ∼1))2 = U∼1−E(Y )2

et

U∼1 = 1
Nsim

Nsim∑
k=1

Y (θ(1)
k1 ,θ

(1)
k2 )×Y (θ(2)

k1 ,θ
(1)
k2 ).

On obtient
ŜTi = 1− Û∼i− ŷ2

0
V̂ (Y )

.

Remarque 35. L’analyse de sensibilité peut-être faite avec le package ODEsensitivity (Theers et al., 2016)
implémenté dans le logiciel R. La notice se trouve à l’adresse : https ://d-nb.info/1160443556/34

2 Résultats
J’ai supposé que les paramètres intrinsèques pouvaient varier entre 0.01 et 0.5 sauf B3 et B4 qui varient entre

0.01 et 0.1. En effet, d’après les psychologues, le pourcentage d’individus en comportements de panique ou de
contrôle adoptant un comportement d’alerte est faible comparé aux autres transitions naturelles. Les paramètres
d’imitation varient eux entre 0.01 et 0.9. J’ai également supposé que la fonction de retour φ est identiquement
nulle pour représenter la tendance des indices de Sobol. De plus, les indices de Sobol n’ayant pas le même ordre
de grandeur pour les paramètres intrinsèques et les paramètres d’imitation, ils ont été tracés sur des graphes
distincts. Les figures 6.7, 6.11 représentent les indices de Sobol du premier ordre et total respectivement par
rapport aux paramètres intrinsèques. Les figures 6.15, 6.19 représentent les indices de Sobol du premier ordre
et total respectivement par rapport aux paramètres d’imitation.
On peut remarquer que les sorties du modèle sont très sensibles aux paramètres intrinsèques par rapport aux
paramètres d’imitation. Certains valeurs des indices de Sobol concernant les paramètres d’imitation laissent à
penser qu’ils ne sont pas identifiables. En effet, on peut obtenir un modèle identifiable en réduisant l’intervalle
d’appartenance des paramètres. Cela ne veut pas dire que le processus d’imitation ne joue aucun rôle dans
la dynamique des comportements. Il faut en fait pouvoir affiner la connaissance de la valeur des paramètres
intrinsèques, pour pouvoir estimer les paramètres d’imitation.
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Figure 6.4 – Indice de Sobol du premier
ordre associé aux paramètres intrinsèques
par rapport à la sortie a

Figure 6.5 – Indice de Sobol du premier
ordre associé aux paramètres intrinsèques
par rapport à la sortie p

Figure 6.6 – Indice de Sobol du premier
ordre associé aux paramètres intrinsèques
par rapport à la sortie c

Figure 6.7 – Indices de Sobol du premier ordre associés aux paramètres intrinsèques par rapport aux sorties
a, p et c.
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Figure 6.8 – Indice total de Sobol associé
aux paramètres intrinsèques par rapport à la
sortie a

Figure 6.9 – Indice total de Sobol associé
aux paramètres intrinsèques par rapport à la
sortie p

Figure 6.10 – Indice total de Sobol associé
aux paramètres intrinsèques par rapport à la
sortie c

Figure 6.11 – Indice total de Sobol associé aux paramètres intrinsèques par rapport aux sorties a, p et c.
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Figure 6.12 – Indice de Sobol du premier
ordre associé aux paramètres d’imitation par
rapport à la sortie a

Figure 6.13 – Indice de Sobol du premier
ordre associé aux paramètres d’imitation par
rapport à la sortie p

Figure 6.14 – Indice de Sobol du premier
ordre associé aux paramètres d’imitation par
rapport à la sortie c

Figure 6.15 – Indices de Sobol du premier ordre associés aux paramètres d’imitation par rapport aux sorties
a, p et c.
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Figure 6.16 – Indice total de Sobol associé
aux paramètres d’imitation par rapport à la
sortie a

Figure 6.17 – Indice total de Sobol associé
aux paramètres d’imitation par rapport à la
sortie p

Figure 6.18 – Indice total de Sobol associé
aux paramètres d’imitation par rapport à la
sortie c

Figure 6.19 – Indice total de Sobol associé aux paramètres d’imitation par rapport aux sorties a, p et c.
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